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第 1章

はじめに

前半導出した準地衡風方程式系を用いて，高低気圧，ハドレー循環，成層圏突然昇温，低気圧の下

流発達（downstream development）などの現象を力学的に理解するための基礎を学ぶ。そのために，

以下の項目について概観する予定である。

• 鉛直循環
• 傾圧不安定理論
• 東西平均循環
• ロスビー波の伝播

15 AUGUST 2002 2165C H A N G E T A L .

FIG. 2. Bandpass statistics from the NCEP–NCAR reanalysis. Std devs of (a) 250-hPa Z (contour 10 m), (b) 300-hPa y (contour 2 m s21),
and (c) SLP (contour 1 hPa). Poleward fluxes of (d) 850-hPa heat (contour 2 K m s21) and (e) 250-hPa westerly momentum (contour 5 m2

s22).

external forcing itself (Held et al. 1989; Hoerling and
Ting 1994). Given this fact, climate simulation skill,
whether in the context of seasonal-to-interannual fore-
casting or climate change scenarios, appears tantamount
to proper representation of storm track dynamics in such
models.
The apparent importance of storm tracks to midlati-

tude climate dynamics suggests that advances in the
observational, theoretical, and modeling aspects of
storm track dynamics will pay large dividends in the
development of a ‘‘theory’’ of climate. To the authors’
knowledge, at this point in time no single work exists
that touches upon this triumvirate of storm track dy-
namics. The intent of this work is to provide an over-
view of the current state of the storm track problem in
all of its aspects. As this topic has been one of the central
foci of the Geophysical Fluid Dynamics Laboratory
(GFDL)/University consortium over the past decade, in
which all three authors were active, the viewpoint pre-
sented herein mirrors aspects emphasized during that
project. Moreover, its focus is primarily on the Northern
Hemisphere cool season, as it is during that season that
synoptic-scale storm track activity is largest. As is in-
evitable in such a review, certain topics of undoubted
importance will only be cursorily touched upon; the
most glaring omission concerns a discussion of model
simulations of storm track changes anticipated due to

increasing CO2. In part, this is because such simulations
are relatively new and their place in the overall picture
of storm track dynamics has yet to be firmly determined.
Nonetheless, it is hoped that this review provides a use-
ful framework within which to interpret such simula-
tions.
Observed storm track structures compose the first

member of the triumvirate, and are treated at length in
section 2. The review not only touches upon the ob-
served climatological structure of storm tracks, which
given the availability of the various reanalysis projects
now exists on quite solid footing in the extant literature,
but also on the variability of storm track structures
across a broad range of timescales. Examples abound
that test the theoretician’s intuition and the modeler’s
skill: the annual cycle of storm track activity in the
Pacific exhibits a marked minimum during the midwin-
ter, first noted by Nakamura (1992), which at first glance
is inconsistent with the perceived annual cycle of bar-
oclinic available potential energy generally thought to
fuel storm tracks, which is largest during midwinter; the
ENSO cycle on interannual timescales where large shifts
in storm track structure occur in response to changes in
the subtropical jet associated with anomalous tropical
heating, as well as due to the two-way interaction be-
tween storm tracks and the midlatitude planetary-scale
flow; and new research showing that storm tracks exhibit

図 1.1 帯域透過を施した (a) 250 hPa 面ジオポテンシャル高度（等値線間隔 10 m），(b) 300

hPa 面南北風（等値線間隔 2 m s−1）(c) 海面気圧（等値線間隔 1 hPa）の標準偏差．(d) 850

hPa面熱（等値線間隔 2 K m s−1）及び (e) 250 hPa面西風運動量の極向きフラックスの共分散

(Chang et al. 2002)．NCEP–NCAR再解析 (Kalnay et al. 1996)から作成．
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図 1.2 2002 年 11 月の 500 hPa 面ジオポテンシャル高度の東西偏差 (等値線間隔 50 m) の時

間–経度断面図．25–50◦N 平均．NCEP–NCAR 再解析 (Kalnay et al. 1996) 日平均データから

作成．

課題

• 高度の東西偏差や南北風の時間–高度断面図を作成し，低気圧の下流発達の事例とそれに伴う

気象災害との対応について調べよ．
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第 2章

鉛直循環

この講義では，準地衡風方程式系における鉛直循環について学ぶ。高度よりも気圧に基づく鉛直座

標が便利なので，方程式系を座標変換する。

2.1 様々な鉛直座標

鉛直座標は，物理的な高さ z に限らない。z と 1対 1に対応する様々な変数を鉛直座標として用い

ることができる。まず，合成函数の偏微分の復習から始める。

2.1.1 合成函数の偏微分

f = f(x, y), x = x(u, v), y = y(u, v) がいずれも u, v に関して偏微分可能であれば，合成函数

f = f((φ(u, v), ψ(u, v))は，u, v に関して偏微分可能で，

∂f

∂u

∣∣∣∣
v

=
∂f

∂x

∣∣∣∣
y

∂x

∂u

∣∣∣∣
v

+
∂f

∂y

∣∣∣∣
x

∂y

∂u

∣∣∣∣
v

, (2.1)

∂f

∂v

∣∣∣∣
u

=
∂f

∂x

∣∣∣∣
y

∂x

∂v

∣∣∣∣
u

+
∂f

∂y

∣∣∣∣
x

∂y

∂v

∣∣∣∣
u

(2.2)

と書ける。今，x = u, v = s即ち y = z(x, s)の場合を考えると，

∂f

∂u

∣∣∣∣
s

=
∂f

∂u

∣∣∣∣
z

+
∂f

∂z

∣∣∣∣
u

∂z

∂u

∣∣∣∣
s

, (2.3)

∂f

∂s

∣∣∣∣
u

=
∂f

∂z

∣∣∣∣
u

∂z

∂s

∣∣∣∣
u

(2.4)

となる。

2.1.2 一般化鉛直座標

Kasahara (1974)に基づいて，一般化された鉛直座標を導入する。(2.4)を用いて，(2.3)を書き換
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えると，
∂f

∂u

∣∣∣∣
s

=
∂f

∂u

∣∣∣∣
z

+
∂s

∂z

∣∣∣∣
u

∂z

∂u

∣∣∣∣
s

∂f

∂s

∣∣∣∣
u

(2.5)

と書ける。uを水平座標 x, y や時刻 tと見なすと，(
∂f

∂t

)
s

=

(
∂f

∂t

)
z

+
∂s

∂z

(
∂z

∂t

)
s

∂f

∂s
, (2.6)

∇sf = ∇zf +
∂s

∂z
∇sz

∂f

∂s
(2.7)

と書ける。これらを使うと d/dtは，

d

dt
≡

(
∂

∂t

)
s

+ v · ∇s + ṡ
∂

∂s
(2.8)

と表すことができる。ここで，

ṡ ≡ ds

dt
=
∂s

∂z

[
w −

(
∂z

∂t

)
s

− v · ∇sz

]
(2.9)

である。sは，一般化された鉛直座標，ṡは一般化された鉛直速度である。

s座標で静力学平衡は

g
∂z

∂s
= −1

ρ

∂p

∂s
(2.10)

となる。(2.7), (2.8), (2.10)を用いると，摩擦がないときの水平の運動方程式は，

dv

dt
+ fk × v = −1

ρ
∇sp− g∇sz (2.11)

と書ける。また，連続の式は

∂

∂t

(
∂p

∂s

)
+∇s ·

(
v
∂p

∂s

)
+

∂

∂s

(
ṡ
∂p

∂s

)
= 0 (2.12)

と変形される。熱力学の式は全微分で表されるので，形は変わらない。ただし，全微分は (2.8)で表

される。

2.2 気圧座標

2.2.1 基礎方程式系

運動方程式
dv

dt
+ fk × v = −g∇z (2.13)

ここで
d

dt
=

∂

∂t
+ v · ∇+ ω

∂

∂p
, ω ≡ dp

dt
(2.14)

5



静力学平衡

g
∂z

∂p
= −α, α ≡ 1

ρ
(2.15)

連続の式

∇ · v +
∂ω

∂p
= 0 (2.16)

熱力学の式
d ln θ

dt
=

Q̇

cpT
(2.17)

2.2.2 準地衡風方程式系

β 平面近似

f = f0 + βy, β ≡ df

dy
(2.18)

地衡風

ug = − 1

f0

∂ϕ

∂y
, vg =

1

f0

∂ϕ

∂x
(2.19)

ラグランジュ微分とオイラー微分との関係

dg
dt

=
∂

∂t
+ ug

∂

∂x
+ vg

∂

∂y
(2.20)

運動方程式

dgug
dt

= f0va + βyvg (2.21)

dgvg
dt

= −f0ua − βyug (2.22)

静力学平衡
∂ϕ

∂p
= −α (2.23)

連続の式

∇ · vg = 0 (2.24)

∇ · va +
∂ω

∂p
= 0 (2.25)

熱力学の式
dgθ

dt
+ ω

dθ0
dp

=
θ0
cpT0

Q̇ (2.26)

ここで θ は，基本場 θ0(p)からのずれで，偏差を示す ′ は省略する。

θtotal(x, y, p, t) = θ0(p) + θ(x, y, p, t) (2.27)
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熱力学の式は気温 T を使って
dgT

dt
− p

R
S0ω =

Q̇

cp
(2.28)

と表すこともできる。ここで

S0 ≡ −α0

θ0

dθ0
dp

(2.29)

は，基本場の安定度を示す。

2.3 Qベクトル

準地衡風方程式系における鉛直循環を診断する ω 方程式を導出する。以下のように温度風平衡から

導出すると，鉛直流 ω を駆動する強制項を簡潔に表現することができる。

2.3.1 Qベクトルの導出

簡単のため，f 平面 (f = f0)上で断熱（非断熱加熱 Q̇ = 0）の場合を考える。このとき運動方程

式 (2.21), (2.22)は
dgug
dt

= f0va,
dgvg
dt

= −f0ua (2.30)

となる。(2.19)の右辺を pで微分し，静力学平衡 (2.23)を用いると温度風平衡

f0
∂ug
∂p

=
R

p

∂T

∂y
(2.31)

f0
∂vg
∂p

= −R
p

∂T

∂x
(2.32)

が得られる。(2.31)の右辺のラグランジュ微分 (dg/dt)をとると

dg
dt

(
R

p

∂T

∂y

)
= S0

∂ω

∂y
+Qy (2.33)

となる。ここで，

Qy ≡ −R
p

∂vg

∂y
· ∇T (2.34)

である。(2.31)の左辺をラグランジュ微分し，(2.31), (2.32)を用いると

dg
dt

(
f0
∂ug
∂p

)
= f20

∂va
∂p

−Qy (2.35)

となる。(2.33)，(2.35)より，

S0
∂ω

∂y
− f20

∂va
∂p

= −2Qy (2.36)

が得られる。同様に (2.31)のラグランジュ微分から，

S0
∂ω

∂x
− f20

∂ua
∂p

= −2Qx (2.37)
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Qx ≡ −R
p

∂vg

∂x
· ∇T (2.38)

を得る。(2.36)を y，(2.37)を xで微分して加え, 連続の式 (2.25)を用いると ω に関する診断の式(
S0∇2 + f20

∂2

∂p2

)
ω = −2∇ ·Q (2.39)

を得る。ここでQ ≡ (Qx, Qy)はQベクトルと呼ばれる (Hoskins et al. 1978)。

2.3.2 非地衡風成分の役割

準地衡風方程式系における非地衡風成分の役割について考えよう。非地衡風成分がないとき，(2.33)

は地衡風成分のみで強制された気温傾度の時間変化

dg
dt

(
R

p

∂T

∂y

)
= Qy (2.40)

(2.35)は鉛直シアの変化
dg
dt

(
f0
∂ug
∂p

)
= −Qy (2.41)

を表す。これらは大きさが同じで符号が反対なので，温度風平衡を壊すように働いている。つまり，

温度風平衡は非地衡風成分による鉛直循環により維持されている。

2.3.3 Qベクトルの見方

高度場や気温の分布が与えられたときに，Qベクトルがどのようになるか理解するため，簡単な場

合について考えてみよう (Sanders and Hoskins 1990)。(2.34)及び (2.38)で等温線と平行に x軸を

とると ∂T/∂x = 0となるので

Q = −R
p

∂T

∂y

(
∂vg
∂x

,−∂ug
∂x

)
= −R

p

∣∣∣∣∂T∂y
∣∣∣∣ (k × ∂vg

∂x

)
(2.42)

と変形することができる。すなわち，Qは左手が寒気となるようにとった x軸方向に沿う地衡風ベク

トルの変化（∂vg/∂x）を 90◦ 時計回りに回転（−k×）したものに比例（R/p |∂T/∂y|）する。
Qベクトルの性質をまとめると以下の通りである。

• Qベクトルは，収束域で上昇流，発散域で下降流を強制する (2.39)。

• Qベクトルは，北風から南風に変わる低気圧の中心では東向き（温度風の向き），南から北風

に変わる高気圧の中心では西向き（温度風と反対向き）となり，低気圧の前面で上昇流，後面

で下降流を強制する。（図 2.1a）

• 等温線と等高線が平行で温度移流のない場合でも，風向きが北西から南西に変わる谷（トラフ）
でQベクトルは東向きとなり，低気圧の前面に上昇流を強制する（図 2.1b）。

• 北風と南風とが合流する前線形成場では，東ほど風が強くなるため，Qベクトルは南向きとな

り，前線の南の温暖域で上昇流を強制する（図 2.2）。
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(a) (b)

図 2.1 (a) 地表付近の高低気圧の列，(b) 上空の峰や谷の列に伴う Q ベクトル（太矢印）。破線

は等温線，実線は等圧線または等高線を表す。Sanders and Hoskins (1990)

• 暖気に向いたQベクトルは前線形成，等温線と平行なQベクトルは不活発，寒気に向いたQ

ベクトルは前線消滅を示す（図 2.3, 2.4）。

2.3.4 実際の例

1975年 11月 10日 0 UTC，北米東岸の低気圧 (Hoskins and Pedder 1980)の例を図 2.5に示す。

700 hPa面の谷の後面（西側）に寒気がある（図 2.5a）。これに対応して，下降流とこれに対応する

Qベクトルの発散が見られる（図 2.5b, c）。低気圧の前面では，Qベクトルが収束している。これよ

りも弱いが，寒冷前線でもQベクトルが見られる。等温線を横切っているので，前線形成が示唆され

る（図 2.5d）。一方，温暖前線ではQベクトルは等温線に平行であり重要でないことが分る。

2013年 1月 14日から 1月 15日にかけて，低気圧が日本の南岸で急発達した（図 2.6）。1月 14日

に 700 hPaの谷は日本列島付近にあり，西日本に寒気が流入していた（図 2.7a）。これに対応する下

降流と Qベクトルの発散が南西諸島付近で顕著である（図 2.7b, c）。谷に伴う Qベクトルの値は大

きいが等温線と平行であり，重要ではない。寒冷前線に伴うQは等温線を横切っており，前線形成が

示唆される。実際に日本の東の海上で低気圧が発達し寒冷前線が強化された（図 2.6b）。

課題

• (2.21), (2.22)から絶対渦度方程式を作れ。

• (2.23)を用いて (2.28)を ∂ϕ/∂pで表せ。

• 絶対渦度方程式と ∂ϕ/∂pで表した熱力学の式から時間微分の項を消去して，ω 方程式を導き，

(2.39)と比較せよ。

• 低気圧の事例を選んでQベクトルを描け。領域はどこでもよい。高度を変えるとどうなるか。

• http://www.dpac.dpri.kyoto-u.ac.jp/enomoto/lectures/midlat/qvector.tar.bz2
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図 2.2 合流（confluent）場における前線形成 (a) 地表付近の気圧配置及び (b) 上空のジェット

の入口付近の高度分布に伴うQベクトル（太矢印）。破線は等温線，実線は等圧線または等高線を

表す。Sanders and Hoskins (1990)

図 2.3 前線形成，不活発，及び前線消滅を示す Q ベクトル（太矢印）。破線は等温線を示す。

Sanders and Hoskins (1990)
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708 B. J. HOSKINS and M. A. PEDDER 

where 8 is potential temperature and 0, a reference value. This form, however, suffers from 
the tendency for the two terms to cancel and from the fact that the two terms individually 
are not Galilean invariant, i.e. independent of the translation of the coordinate axes. Thus 
an observer moving with velocity U would find an increase in the vorticity advection term 
by fv .V(a( , /dz)  and a decrease in the thermal advection term by the same amount. This 
implies that physical understanding of the mechanisms for forcing vertical velocity achieved 
through this form is illusory. The relative advantages of the forms F V T  and F, were also 
discussed by Trenberth (1978). 

An alternative form for F which retains all quasi-geostrophic terms but does not have 
the problems of FVT was presented in R. This form depended on defining a vector Q equal 
to the rate of change of potential temperature gradient moving with the horizontal geo- 
strophic velocity 

From this definition it is clear that the geostrophic frontogenesis function, i.e. the rate of 
change moving with the geostrophic motion of lVe12 due to the geostrophic motion, is 
related to Q by 

( ~ + ~ e . v ) / v h ~ 1 2  = 2Q.Vh8. . (6) 

The corresponding form for F is 

FQ = 2(g/eO)vh * Q* (7) 

Put simply, where Q is convergent one expects upward motion and where it is divergent 
downward motion is implied. Following the analysis in R, if x’ is a coordinate in the direc- 
tion of the unit vector P and u: the component of ageostrophic motion in that direction, then 

Thus the component of Q in any direction gives a measure of the circulation in a vertical 
section in that direction. The sense of the circulation is with Q pointing in the direction of 

/ / 
a b 

Figure 1. Diagrams showing two-dimensional frontogenetic (a) and frontolytic (b) situations. In (a) the 
large-scale geostrophic fields are tending to intensify the temperature gradient so that Q is in the direction 
from cold to warm air. The corresponding cross-frontal circulation is direct with the warm air rising and 
low-level ageostrophic flow towards the warm side. In (b) the large scale geostrophic fields are tending to 
weaken the temperature gradient, Q is reversed and so is the direction of the cross-frontal circulation. 

図 2.4 (a) 前線形成及び (b) 前線消滅時における Q ベクトル（太矢印）と鉛直循環。Hoskins

and Pedder (1980)
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(a) (b)

(c) (d)

図 2.5 1975年 11月 10日 0 UTC，30–60◦N, 110–70◦Wにおける 700 hPa面 (a) ジオポテン

シャル高度（gpm, 等値線）及び気温（K, 色），(b) ジオポテンシャル高度（gpm, 等値線）及び

鉛直 p速度（hPa h−1）, (c) Qベクトル（kg−1m3s−3, 矢印）及びその収束（kg−1m2s−3，色），

(d) Qベクトル（矢印），ジオポテンシャル高度（等値線）及び気温（色）。NCEP/NCAR再解析

(Kalnay et al. 1996)を用いて作成。
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(a) (b)

9日(水)冬型の気圧配置に移行
日本の南海上を低気圧が東進。九州～東
海と北海道太平洋側で晴れ、北陸～東北
は概ね雨。北海道枝幸町歌登で最低気温
-31.7℃と気温低く、北日本中心に冬日
607地点。

10日(木)北海道で真冬日続く
冬型の気圧配置となり、北日本や北陸中
心に雪。太平洋側では晴れ。北海道では
4日連続全地点で真冬日。1月上旬の降水
量は、西日本と東日本太平洋側で平年よ
りかなり少ない。

11日(金)北日本 厳しい寒さ続く
本州付近は移動性高気圧に覆われ、冬型
の気圧配置は次第に緩む。日本海側の
雪・雨は弱く、太平洋側では晴れ。気温
は全国的に冬日の所が多く、北日本では
厳しい寒さ続く。

12日(土)網走で流氷初日
寒さ続く。放射冷却により東北南部では
最低気温が平年より10℃以上低く、福島
県南会津町田島は-17.1℃と1月の最低気
温の低い値を更新。平年より9日早く網
走で流氷初日。

13日(日)西から天気下り坂
東シナ海の低気圧により、沖縄～九州は
雨。沖縄で30mm/1h以上の雨となり1月
の1位の値を更新した所も。東日本は高
気圧圏内で晴れて気温が平年よりも高め。
岩手県で震度4。

14日(月)東日本は雪の成人式
急速に発達した低気圧により太平洋側は
風が強く、関東南部中心に雪。千葉県銚
子で最大瞬間風速38.5m/s。横浜・東京
で初雪。最深積雪は横浜13cm、東京8cm。

15日(火)冬型の気圧配置へ
低気圧が東海上で発達し、日本付近は冬
型の気圧配置となって日本海側では雪。
太平洋側は東海・関東を中心に概ね晴れ。
北日本を中心に293地点で真冬日。

16日(水)一時的に冬型緩む
西日本から北日本の太平洋側では概ね晴
れたが、九州北部や関東の一部では曇り。
北陸から北日本日本海側では雪や曇り。
北海道陸別で最低気温-29℃。

17日(木)網走で流氷接岸初日
山陰で大雪。岡山県真庭市上長田で日降
雪量55cm。青森県・北海道は全地点で真
冬日。北海道中頓別で最低気温-31.9℃。
網走で平年より16日早い流氷接岸。高
知･銚子で初雪。

9日(水)冬型の気圧配置に移行
日本の南海上を低気圧が東進。九州～東
海と北海道太平洋側で晴れ、北陸～東北
は概ね雨。北海道枝幸町歌登で最低気温
-31.7℃と気温低く、北日本中心に冬日
607地点。

10日(木)北海道で真冬日続く
冬型の気圧配置となり、北日本や北陸中
心に雪。太平洋側では晴れ。北海道では
4日連続全地点で真冬日。1月上旬の降水
量は、西日本と東日本太平洋側で平年よ
りかなり少ない。

11日(金)北日本 厳しい寒さ続く
本州付近は移動性高気圧に覆われ、冬型
の気圧配置は次第に緩む。日本海側の
雪・雨は弱く、太平洋側では晴れ。気温
は全国的に冬日の所が多く、北日本では
厳しい寒さ続く。

12日(土)網走で流氷初日
寒さ続く。放射冷却により東北南部では
最低気温が平年より10℃以上低く、福島
県南会津町田島は-17.1℃と1月の最低気
温の低い値を更新。平年より9日早く網
走で流氷初日。

13日(日)西から天気下り坂
東シナ海の低気圧により、沖縄～九州は
雨。沖縄で30mm/1h以上の雨となり1月
の1位の値を更新した所も。東日本は高
気圧圏内で晴れて気温が平年よりも高め。
岩手県で震度4。

14日(月)東日本は雪の成人式
急速に発達した低気圧により太平洋側は
風が強く、関東南部中心に雪。千葉県銚
子で最大瞬間風速38.5m/s。横浜・東京
で初雪。最深積雪は横浜13cm、東京8cm。

15日(火)冬型の気圧配置へ
低気圧が東海上で発達し、日本付近は冬
型の気圧配置となって日本海側では雪。
太平洋側は東海・関東を中心に概ね晴れ。
北日本を中心に293地点で真冬日。

16日(水)一時的に冬型緩む
西日本から北日本の太平洋側では概ね晴
れたが、九州北部や関東の一部では曇り。
北陸から北日本日本海側では雪や曇り。
北海道陸別で最低気温-29℃。

17日(木)網走で流氷接岸初日
山陰で大雪。岡山県真庭市上長田で日降
雪量55cm。青森県・北海道は全地点で真
冬日。北海道中頓別で最低気温-31.9℃。
網走で平年より16日早い流氷接岸。高
知･銚子で初雪。

図 2.6 2013年 (a)1月 14日及び (b)1月 15日における海面気圧。高気圧（H）低気圧（L）の中

心，温暖前線（赤），及び寒冷前線（赤）が記されている。日々の天気図（気象庁）。
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(a) (b)

(c) (d)

図 2.7 2013年 1月 14日 0 UTC，15–45◦N, 115–155◦Eにおける 700 hPa面 (a) ジオポテン

シャル高度（gpm, 等値線）及び気温（K, 色），(b) ジオポテンシャル高度（gpm, 等値線）及び

鉛直 p速度（hPa h−1）, (c) Qベクトル（kg−1m3s−3, 矢印）及びその収束（kg−1m2s−3，色），

(d) Qベクトル（矢印），ジオポテンシャル高度（等値線）及び気温（色）。NCEP/NCAR再解析

(Kalnay et al. 1996)を用いて作成。
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第 3章

線型不安定理論

3.1 基礎方程式系

3.1.1 対数気圧座標

傾圧不安定問題では，対数気圧座標

z∗ = −H ln
p

pref
(3.1)

を用いると便利である。ここで pref は参照気圧，

H =
RTref
g

(3.2)

は参照気温 Tref を用いたスケールハイトである。

z∗ は pのみの函数なので， (
∂

∂t

)
p

=

(
∂

∂t

)
z∗
, ∇p = ∇z∗ (3.3)

である。また

∂

∂p
= −H

p

∂

∂z∗
, (3.4)

ω = − p

H
w∗, w∗ ≡ dz∗

dt
(3.5)

より，
d

dt
=

∂

∂t
+ v · ∇+ w∗ ∂

∂z∗
(3.6)

となる。

運動方程式は，(2.13), 熱力学の式は (2.17)と同形である。

静力学平衡
∂ϕ

∂z∗
=
RT

H
(3.7)
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連続の式

∇ · v +
∂w∗

∂z∗
− w∗

H
= 0 (3.8)

は

ρ0 ≡ ρref exp

(
−z

∗

H

)
(3.9)

を用いると，

∇ · v +
1

ρ0

∂(ρ0w
∗)

∂z∗
= 0 (3.10)

とも書ける。

3.1.2 準地衡渦位方程式

z∗ 座標での運動方程式は，(2.21), (2.22)，地衡風成分の連続の式は (2.24)と同形である。非地衡

風成分の連続の式は，(2.25)及び (3.10)より

∇ · va +
1

ρ0

∂(ρ0w
∗)

∂z∗
= 0 (3.11)

となる。

熱力学の式は，(2.28)より
dg
dt

(
∂ϕ

∂z∗

)
+N∗2w∗ =

κQ̇

H
(3.12)

と書ける。ここで，

N∗2 ≡ R

H

(
∂T

∂z∗
+
κT

H

)
=

( p
H

)2

S0 (3.13)

κ = R/cp である。

∂(2.22)/∂x− ∂(2.21)/∂y より，準地衡渦度方程式

dgζg
dt

=
f0
ρ0

∂(ρ0w
∗)

∂z∗
− βvg (3.14)

が得られる。ここで連続の式 (2.24), (3.11)を用いた。準地衡渦度は

ζg ≡ ∂vg
∂x

− ∂vg
∂x

= ∇2 ϕ

f0
(3.15)

と定義される。

断熱（Q̇ = 0）のとき，(3.14)と (3.12)から w∗ を消去すると，

dgq

dt
= 0 (3.16)

ここで q は，準地衡渦位

q = f0 + βy +∇2ψ +
1

ρ0

∂

∂z∗

(
ϵρ0

∂ψ

∂z∗

)
, ϵ =

f20
N∗2 (3.17)

である。非粘性，断熱の場合，q は保存する。
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3.2 線型安定性問題

準地衡流線函数 ψ を東西一様で定常な基本場と擾乱とに分ける。

ψ(x, y, z∗, t) = ψ(y, z∗) + ψ′(x, y, z∗, t) (3.18)

擾乱は微小 ψ ≪ 1であるとし，2次の項は無視する。(3.16)を線型化すると(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
q′ +

∂q

∂y

∂ψ′

∂x
= 0 (3.19)

となる。ここで，基本場は
u = u(y, z∗) (3.20)

のみとする。また，

q′ = ∇2ψ′ +
1

ρ0

∂

∂z∗

(
ϵρ0

∂ψ′

∂z∗

)
(3.21)

は渦位擾乱，
∂q

∂y
= β − ∂2u

∂y2
− 1

ρ0

∂

∂z∗

(
ϵρ0

∂u

∂z∗

)
(3.22)

は基本場の南北渦位勾配である。

南北の境界 y = ±Lで

v′ =
∂ψ′

∂x
= 0, ψ′ = 0, (3.23)

という側面境界条件を与える。上下端で w∗ = 0とし熱力学の式 (3.12)より(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
∂ψ′

∂z∗
− ∂u

∂z∗
∂ψ′

∂x
= 0 (3.24)

が境界条件となる。

線型安定性問題では，無限小振幅の擾乱に対する基本場 u(y, z∗)の安定性を調べる。流れが不安定

で擾乱が成長すると，最終的には非線型効果が無視できなくなる。流れが安定でも，有限振幅の擾乱

に対しては不安定となる可能性がある。

3.2.1 不安定の必要条件

(3.19)に ρ0ψ
′ をかけて空間積分すると，

∂E′(ψ′)

∂t
=

∫ ∫
ρ0

[
∂ψ′

∂x

∂ψ′

∂y

∂u

∂y
+ ϵ

∂ψ′

∂x

∂ψ′

∂z∗
∂u

∂z

]
dydz∗ (3.25)

となる。ここで

E′(ψ′) =

∫ ∫
ρ0
2

[(
∂ψ′

∂x

)2

+

(
∂ψ′

∂y

)2

+ ϵ

(
∂ψ′

∂z∗

)2
]
dydz∗ (3.26)
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図 3.1 東西風のシアと擾乱の傾きを示す模式図。擾乱が (a) 発達及び (b) 減衰する場合。

Pedlosky (1987) Fig. 7.3.1.

は擾乱の全エネルギーである。

右辺第 1項は，レイノルズ応力 −ρ0v′u′ と基本東西風の南北シアとの積で擾乱のエネルギーが生じ
ることを示す。この過程を順圧不安定（barotropic instability）と言う。∂u/∂y > 0のところでは，

ψ′ が北西から南東に傾けば擾乱は発達する。右辺第 2項は，北向き温度フラックス v′T ′ と基本東西

風の鉛直シア（南北温度傾度 −∂T/∂y）との積に比例する擾乱のエネルギーが生ずることを示す。こ
の過程を傾圧不安定（baroclinic instability）と言う。基本場から擾乱への傾圧エネルギー変換が正

になるためには擾乱の軸は西に傾いていなければならない。

ところで，(3.21)より南北渦位フラックスは

ρ0v′q′ = ρ0
∂

∂y

∂ψ′

∂x

∂ψ′

∂y
+

∂

∂z∗

(
ϵρ0

∂ψ′

∂x

∂ψ′

∂z∗

)
(3.27)

と書ける。 (
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
η′ = v′ (3.28)

で定義される南北変位 η′ を用いると

q′ = −η′ ∂q
∂y
, (3.29)

v′q′ = −∂q
∂y

∂

∂t

η′2

2
(3.30)

となる。上下端では，(3.24)より
∂ψ′

∂x

∂ψ′

∂z∗
=

∂u

∂z∗
∂

∂t

η′2

2
(3.31)

となる。(3.27)を子午面積分すると∫ ∫
ρ0
∂q

∂y

∂

∂t
η′2dydz∗ −

∫
ϵρ0

∂u

∂z∗
∂

∂t
η′2dy

∣∣∣∣
z∗=0

= 0 (3.32)

を得る。ここで，上下端での摩擦がないとき

∂

∂t

∫ ∫
ρ0udydz

∗ = −
∫ ∫

ρ0
∂

∂y
v′u′dydz∗ = 0 (3.33)
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であることを用い，z∗ → ∞で η′ → 0または ∂u/∂z → 0として上端での南北温度フラックスの寄

与を無視した。擾乱が成長する（∂η′2/∂t > 0）とき，(3.32)が成り立つためには，以下のいずれか満

たさなければならない。

• z∗ = 0で ∂u/∂z∗ = 0，即ち下端で南北温度傾度がないとき，∂q/∂y は符号を変えなければな

らない（Rayleighの必要条件）。

• ∂q/∂y ≥ 0がどこでも成り立つとき，下端のどこかで ∂u/∂z∗ > 0でなければならない。

• ∂u/∂z∗ < 0がどこでも成り立つとき，どこかで ∂q/∂y < 0でなければならない。

(3.22)は
∂q

∂y
= β − ∂2u

∂y2
− ϵ

∂2u

∂z∗2
+

ϵ

H

∂u

∂z∗
− ∂ϵ

∂z∗
∂u

∂z∗
(3.34)

と書ける。β > 0 なので ∂q/∂y < 0 となるのは，曲率の大きなところである。ジェットは大きな

南北シアを伴うことがあり，順圧不安定を起こすことがある。中緯度における傾圧不安定は，通常

∂q/∂y > 0で下端に西風シア ∂u/∂z∗ > 0（南北温度傾度）を伴うところで生ずる。

3.2.2 Eady問題

Eady (1949)は以下のような仮定をおいて，線型安定性問題を解いた。

• 基本場の密度一定（Boussinesq近似）

• f 平面（β = 0）

• 鉛直シア一定 (u = Λz∗)

• z∗ = 0と z∗ = H は平坦な剛体底・天井 (rigid lid）。

この仮定の下では，擾乱の渦位方程式 (3.19)は(
∂

∂t
+ Λz∗

∂

∂x

)(
∇2ψ′ + ϵ

∂2ψ′

∂z∗2

)
= 0, (3.35)

境界条件は (
∂

∂t
+ Λz∗

∂

∂x

)
∂ψ′

∂z∗
− Λ

∂ψ′

∂x
= 0 (3.36)

である。

ここで波動解
ψ′ = ℜΨ(z∗) exp[i(kx+ ly − kct)] (3.37)

を仮定すると (3.35)は (
d2

dz∗2
− µ2

)
Ψ = 0, µ2 ≡ k2 + l2

ϵ
(3.38)

(3.36)は

(Λz − c)
dψ

dz∗
− ΛΨ = 0, z∗ = 0,H (3.39)
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となる。

(3.38)の一般解は
Ψ(z∗) = a coshµz∗ + b sinhµz∗ (3.40)

と書ける。これを z∗ で微分すると

dΨ

dz∗
= aµ sinhµz∗ + bµ coshµz∗ (3.41)

となる。(3.40), (3.41)を用いると，(3.39)は(
Λ cµ

(ΛH − c)µ sinh(µH)− Λcosh(µH) (ΛH − c)µ cosh(µH)− Λ sinh(µH)

)(
a
b

)
= 0 (3.42)

と書ける。非自明解は

c2 − ΛHc+
Λ2H

µ
coth(µH)− Λ2

µ2
= 0 (3.43)

の解で

c =
ΛH

2
± Λ

µ

√ (
µH

2
− tanh

µH

2

) (
µH

2
− coth

µH

2

)
(3.44)

となる。(3.44)を求める際

cothx =
1

2

(
tanh

x

2
+ coth

x

2

)
(3.45)

を用いた。µH/2 ≥ tanh(µH) なので，µH/2 > coth(µH) のとき，二つの解はともに実数である。

µH が大きくなると二つの解は，底と天井の風速に漸近する。

虚部が現れる臨界値は µcH/2 = coth(µcH/2)より

µcH ≈ 2.3994 (3.46)

で，µ < µc のとき波は発達する。

l = 0のとき
Λ

µ
=

Λf0
kN∗ (3.47)

なので，成長率は

kci =
Λf0
N

√ (
µH

2
− tanh

µH

2

) (
µH

2
− coth

µH

2

)
(3.48)

となる。(3.48)が最大になる波数は

µH = km
N∗H

f0
≈ 1.6061 (3.49)

で，このときの成長率は

kmci
N∗

Λf0
≈ 0.30982 (3.50)
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図 3.2 cの虚部 ci（上）と cの実部 cr（下）。µは µH に対応する。Pedlosky (1987) Fig. 7.7.1.

(3.49) は，Rossby の変形半径を NH/f ≈ 106 とすると，約 4000 km となる。成長率は，およそ

1 day−1 である。

(3.42)より b = −Λa/µcなので

Ψ(z∗) = cosh(µz∗)− Λ

µc
sinh(µz∗) (3.51)

=

(
cosh(µz∗)− Λcr

µ|c|2
sinh(µz∗)

)
+ i

Λci
µ|c|2

sinh(µz∗) (3.52)

となる。ここで
1

c
=

1

cr + ici
=
cr − ici
|c|2

(3.53)

を用いた。線型論では，擾乱の振幅は求まらないことに注意する。ψ′ は

ψ′ = ℜ exp(kcit) cos(ly)Ψ(z∗) exp[ik(x− crt)] (3.54)

= exp(kcit))|Ψ(z∗)| cos(ly) cos[kx+ α(z∗)− kcrt] (3.55)
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図 3.3 振幅と位相角の高さ依存性。図の z は z∗H−1 に，Φは Ψに対応する。Pedlosky (1987) Fig. 7.7.2b.

と書ける。ここで

|Ψ(z)|2 =

(
cosh(µz∗)− Λcr

µ|c|2
sinh(µz∗)

)2

+
Λ2c2i
µ2|c|4

sinh2(µz∗) (3.56)

tanα(z∗) =
Λci

µ|c|2 coth(µz∗)− Λcr
(3.57)

である。

図 3.3 から分るように，位相角 α(z∗) は高さとともに単調に増加する。各時刻で等位相線 kx +

α(z∗) + const，

x = −α(z
∗)

k
+ const (3.58)

となるので，等位相線は西に傾くことが分る。

(3.55)を x, y, z で微分し，運動量及び熱フラックスを計算する。u′ と v′ は 90◦ 位相がずれている

ので，

ρ0
∂ψ′

∂x

∂ψ′

∂y
= 0 (3.59)

である。熱フラックスは

ρ0
∂ψ′

∂x

∂ψ′

∂z∗
= ρ0 exp(2kcit)

|Ψ(z∗)|2

2
k
∂α(z∗)

∂z∗
cos2(ly) (3.60)

と書ける。∂α/∂z∗ は正なので，熱フラックスは北向きで，基本場の温度傾度と逆方向である。(3.56)

と (3.57) を用いると，熱フラックスは高さに依存しないことを示すことができる。Eady 問題では

∂q/∂y = 0なので，渦位フラックス
v′q′ = 0 (3.61)

である。
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課題

• (3.46)の µcH ≈2.3994を数値的に求めよ。

• (3.59), (3.60)を示せ。
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第 4章

東西平均循環

4.1 Euler平均

z∗ 座標における東西方向の運動方程式 (2.21)と熱力学の式 (3.12)を東西平均すると，

∂u

∂t
− f0v = −∂v

′u′

∂y
+X (4.1)

∂T

∂t
+
N2H

R
w = −∂v

′T ′

∂y
+
Q̇

cp
(4.2)

が得られる。ここでX は摩擦のような外力を表す。ここでは簡単のため，地衡風成分，非地衡風成分

を表す g, a, log p座標を表す ∗は省略する（後で，∗は別の意味に用いる）。
定常状態 ∂/∂t = 0を考え，(4.1)と (4.2)から非地衡風平均子午面循環がどのようになるか考えて

みよう。低緯度では，潜熱加熱（Q̇ > 0）により上昇流が生じ，放射冷却（Q̇ < 0）により下降流が出

来る（図 4.1a, b）。この熱的直接循環を Hadley循環と呼ぶ。

図 4.2に，気候学的な北半球冬季（12～2月）の東西平均された東西風，南北風，北向き運動量フ

ラックス，熱フラックスを示す。中緯度上部対流圏に極大を持つ東西風（4.2a)は，亜熱帯ジェットと

呼ばれる（4.2a）。上部対流圏には，ハドレー循環に伴い夏半球から冬半球に向かう南北風が存在する
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図 4.1 ERA-40(Uppala et al. 2005)における気候学的な北半球冬季（12～2月）の (a)子午面

質量流線函数 (b) 東西平均された非断熱加熱 (K day−1) (K̊allberg et al. 2005)。
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(a) (b)

2.1 Zonal mean statistical climatology
Figure 1 shows the zonally averaged zonal

wind for two seasons, averaged over the period
from 1957–2002 from ERA-40 (Uppala et al.
2005). Near the surface the winds are easterly
in the tropics, especially in the winter hemi-
sphere. In the winter hemisphere at about
200 hPa the westerly winds form a jet at about
30! latitude, which is often called the subtropi-
cal jet. A tropospheric jet is also evident in the
summer season, but it is displaced poleward to
about 45 N and 45 S. The Southern Hemisphere
exhibits strong surface westerlies at about 50 S
in all seasons. In the austral summer season
(DJF) the surface westerly wind maximum is
aligned with the upper level westerly jet. This
alignment of surface and upper level westerly
wind maxima is a signature of an eddy-driven
jet, where the westerly winds are sustained by
the meridional convergence of eddy momentum
fluxes.

In the extratropical stratosphere the zonal
wind is westerly in winter and easterly in
summer. The winter stratospheric jet is much
weaker in the Northern Hemisphere, because
the larger stationary planetary wave forcing
there forces strong wave, mean-flow interaction

during winter and spring, which warms the po-
lar stratosphere and weakens the polar strato-
spheric jet. The equatorial winds are easterly
in the stratosphere in both seasons because the
thermal forcing gradient reverses with the sea-
sons and a pole-to-pole circulation exists in the
solstitial seasons (Holton et al. 1995).

A useful understanding of the momentum
budget of the upper troposphere can be gained
by considering the zonal mean wind equation
for a nondivergent fluid.

qu

qt
¼ f v # q

qy
ðu 0v 0Þ # au ð1Þ

Three terms are shown in the tendency equa-
tion for zonal wind. The Coriolis term indicates
that poleward motion will cause a westerly ac-
celeration. The eddy flux convergence term in-
dicates that covariance between poleward and
eastward eddy velocities can move momentum,
and that where this eddy momentum flux con-
verges a zonal acceleration can be induced. The
frictional drag term postulates that frictional
drag will always oppose the zonal flow, with a
drag coefficient a. If the baroclinic version of
(1) is averaged vertically over the mass of the
atmosphere, the Coriolis term disappears and
any tendency or frictional drag must be bal-
anced by the eddy flux convergence term. Since
the extratropical surface westerly wind maxi-
mum can only be sustained against drag by
eddy momentum fluxes, the extratropical jets
in Fig. 1 must be eddy-driven.

The mean meridional wind is shown in Fig.
2. In the upper troposphere strong flow from
the summer to the winter hemisphere extends
from the summer tropics to the winter sub-
tropics. This meridional motion induces an
easterly acceleration in the summer hemi-
sphere and a westerly acceleration in the win-
ter hemisphere (1). If angular momentum were
conserved along a trajectory from the summer
Tropics to 30 degrees in the winter hemisphere,
we would expect easterlies at the equator and a
strong westerly jet at 30 degrees in the winter
hemisphere. This reasoning gives a subtropical
jet in about the right position, but much too
strong. Near the surface, meridional flow from
the winter to the summer hemisphere provides
a westward Coriolis acceleration necessary to
produce the observed tropical easterly winds in
the winter hemisphere. In the extratropics, the

Fig. 1. Latitude versus height cross-
section of zonal mean wind for DJF
and JJA derived from ERA-40 reanaly-
sis (contour interval 5 ms#1).
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mean meridional winds are weak and in the op-
posite direction necessary to explain the zonal
winds at upper levels, and it is again clear that
the eddy fluxes of momentum play a central role
there.

The total eddy meridional flux of zonal
momentum is shown in Fig. 3. Five centers of
maximum eddy flux magnitude are present in
the troposphere during both seasons. In the ex-
tratropics of each hemisphere a poleward eddy
flux maximum is centered at 30–40 degrees of
latitude, while an equatorward eddy flux maxi-
mum appears in high latitudes. The larger,
subtropical flux center dominates, and its effect
is to move momentum out of the tropics and
supply it to the extratropics. The midlatitude
westerlies would not exist without this momen-
tum flux, so we think of the midlatitude west-
erlies as eddy-driven, while the divergence
of eddy momentum flux in the tropics offsets
the westerly Coriolis accelerations associated
with the Hadley circulation, and eddies thereby
weaken the subtropical jet.

An interesting feature is the maximum eddy
flux over the equator, which takes momen-
tum in the opposite direction to that of the
mean meridional wind. This momentum flux is
mostly contributed by stationary waves and in-

dicates wave propagation in the same direction
as the mean meridional wind. This wave propa-
gation plays an important role in keeping the
response to tropical stationary wave forcing
symmetric across the equator, even though the
heating that drives the tropical stationary
waves is primarily in the summer hemisphere,
as will be discussed in Section 4.

The poleward transport of heat in middle
latitudes is provided primarily by atmospheric
eddies (Oort 1971; Trenberth and Stepaniak
2004). Figure 4 shows the covariance between
eddy meridional wind and temperature, which
is proportional to the meridional flux of sensi-
ble heat by eddies. Eddy sensible heat flux oc-
curs mostly in the lower troposphere and has
its largest magnitudes near 50 N and 50 S.
Most of this heat flux is associated with baro-
clinic eddies, especially in the Southern Hemi-
sphere. The flux has a large seasonal cycle in
the Northern Hemisphere, but is nearly inde-
pendent of season in the Southern Hemisphere,
where the Southern Ocean maintains a strong
meridional gradient of surface temperature in
all seasons. A secondary maximum in poleward
eddy heat flux occurs above the tropopause,
which is associated with the baroclinic waves

Fig. 2. Same as Fig. 1 except for zonal
mean meridional wind (contour interval
0.5 ms!1).

Fig. 3. Zonal average eddy meridional
flux of zonal momentum for DJF and
JJA seasons (contour interval 5 m2 s!2).
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(c) (d)

mean meridional winds are weak and in the op-
posite direction necessary to explain the zonal
winds at upper levels, and it is again clear that
the eddy fluxes of momentum play a central role
there.

The total eddy meridional flux of zonal
momentum is shown in Fig. 3. Five centers of
maximum eddy flux magnitude are present in
the troposphere during both seasons. In the ex-
tratropics of each hemisphere a poleward eddy
flux maximum is centered at 30–40 degrees of
latitude, while an equatorward eddy flux maxi-
mum appears in high latitudes. The larger,
subtropical flux center dominates, and its effect
is to move momentum out of the tropics and
supply it to the extratropics. The midlatitude
westerlies would not exist without this momen-
tum flux, so we think of the midlatitude west-
erlies as eddy-driven, while the divergence
of eddy momentum flux in the tropics offsets
the westerly Coriolis accelerations associated
with the Hadley circulation, and eddies thereby
weaken the subtropical jet.

An interesting feature is the maximum eddy
flux over the equator, which takes momen-
tum in the opposite direction to that of the
mean meridional wind. This momentum flux is
mostly contributed by stationary waves and in-

dicates wave propagation in the same direction
as the mean meridional wind. This wave propa-
gation plays an important role in keeping the
response to tropical stationary wave forcing
symmetric across the equator, even though the
heating that drives the tropical stationary
waves is primarily in the summer hemisphere,
as will be discussed in Section 4.

The poleward transport of heat in middle
latitudes is provided primarily by atmospheric
eddies (Oort 1971; Trenberth and Stepaniak
2004). Figure 4 shows the covariance between
eddy meridional wind and temperature, which
is proportional to the meridional flux of sensi-
ble heat by eddies. Eddy sensible heat flux oc-
curs mostly in the lower troposphere and has
its largest magnitudes near 50 N and 50 S.
Most of this heat flux is associated with baro-
clinic eddies, especially in the Southern Hemi-
sphere. The flux has a large seasonal cycle in
the Northern Hemisphere, but is nearly inde-
pendent of season in the Southern Hemisphere,
where the Southern Ocean maintains a strong
meridional gradient of surface temperature in
all seasons. A secondary maximum in poleward
eddy heat flux occurs above the tropopause,
which is associated with the baroclinic waves

Fig. 2. Same as Fig. 1 except for zonal
mean meridional wind (contour interval
0.5 ms!1).

Fig. 3. Zonal average eddy meridional
flux of zonal momentum for DJF and
JJA seasons (contour interval 5 m2 s!2).
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that cannot propagate into the stratosphere
and whose amplitudes decay quickly in the
lower stratosphere (Holton 1974). In the winter
stratosphere the heat flux extends deeply into
the stratosphere because planetary waves can
propagate into the winter westerlies (Matsuno
1970). This heat flux is larger in the Northern
Hemisphere, where the forcing of planetary
waves by surface asymmetries is much larger
than in the Southern Hemisphere.

2.2 Theoretical understanding of mid-latitude
eddies and jets

When Lorenz wrote his classic monograph
on the general circulation (Lorenz 1967), it was
not understood why midlatitude eddies trans-
port momentum preferentially poleward. As
a result of work done in the late 1970’s and
subsequent refinements, we now have a better
theoretical understanding of the relationship of
meridional and vertical eddy fluxes of momen-
tum to wave generation and propagation (An-
drews and McIntyre 1976a, b). From the zonal
mean momentum balance for a non-divergent
barotropic fluid one can show that

qu

qt
¼ " q

qy
ðu 0v 0Þ ¼ v 0z 0 ð2Þ

The enstrophy budget for this system would be,

d

dt

1

2
z 02

! "
þ beff v 0z 0 ¼ F 0z 0 ð3Þ

where F is some forcing of the vorticity field,
such as the generation of eddies by baroclinic
instability, and beff is the gradient of mean ab-
solute vorticity. If this forcing adds enstropy
in a stirring region, and the enstrophy remains
steady, then an up-gradient flux of vorticity
must occur in this stirring region. If eddies
propagate outside the stirring region and in-
crease the enstrophy there, then the vorticity
flux must be down-gradient in those regions
where the eddies arrive. Thus, in the presence
of a positive gradient of mean vorticity, stirring
of vorticity will result in a down-gradient flux of
vorticity in regions removed from the stirring,
and consequent easterly accelerations on either
side of the stirring region, and a westerly accel-
eration within the stirring region. Thus we ex-
pect that a westerly acceleration should occur
in a region of stirring, if waves are able to prop-
agate away from the stirring zone (Held 1975).

This result can be generalized to quasi-
geostrophic flow on a sphere (Edmon et al.
1980),

qu

qt
" f v& ¼ v 0q 0 ¼ ðr0a cos jÞ"1‘ 'F ð4Þ

where q is the quasi-geostrophic potential vor-
ticity and v& is the residual mean meridional
velocity (c.f., Section 3). We obtain in (4) the ad-
ditional benefit of expressing the potential vor-
ticity transport as the divergence of a vector F
that can be shown to be parallel to the group
velocity for Rossby Waves. The structure of
the Eliassen-Palm Flux vector, F (hereafter EP
flux), shows the relationship between meri-
dional wave propagation and eddy fluxes of mo-
mentum and heat.

Fj ¼ "r0a cos j u 0v 0 ð5Þ

Fz ¼ f r0a cos j v 0y 0/yz ð6Þ
The meridional component of the eddy wave
activity flux is proportional to the negative of
the meridional momentum flux (5) and the ver-
tical component is proportional to the poleward
eddy heat flux (6). The poleward heat flux rep-
resents a downward eddy momentum flux that
is better understood as form drag in isentropic
coordinates (Andrews 1983). As Rossby waves

Fig. 4. Zonal average eddy meridional
flux of temperature for DJF and JJA
seasons (contour interval 5(K ms"1).
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図 4.2 ERA-40 における気候学的な北半球冬季（12～2 月）の東西平均された (a) 東西風（m

s−1），(b)南北風（m s−1），北向き (c)運動量フラックス（m2s−2），(d)熱フラックス (K m s−1)

(Hartmann 2007)。

3. Variability of the zonal mean flow

In addition to including climatological fea-
tures of interest, a zonally averaged view also
includes the dominant mode of unforced low-
frequency variability in the extratropics. The
strong contribution of zonally averaged struc-
tures to variability arises both because zonal
mean winds are weakly damped and because
baroclinic eddies can provide a strong feedback
to sustain jet anomalies. Because for Earth the
midlatitude baroclinic zone is a bit wider than
necessary for a single eddy-driven jet, the jet
can move north and south within the baroclinic
zone and this behavior arises even in simple
models of the general circulation (Robinson
1991; James and James 1992; Yu and Hart-
mann 1993; Lee 2005). Since the baroclinic
zone associated with the upper level jet is the
source of eddies, we expect a source of baro-
clinic eddies in close association with the jet. If
these eddies are able to propagate away from
the jet, then they will provide a flux of momen-
tum that will sustain the jet, via mechanisms
described in Section 2.2.

Figure 6 shows a sketch illustrating the first
order momentum and heat budgets for an eddy-
driven jet in the Eulerian frame of reference. At
upper levels (1) holds approximately with aA0,
and momentum flux convergence is balanced
by an equatorward mean meridional wind.
Near the surface the eastward acceleration as-
sociated with poleward mean meridional veloc-
ity is balanced by surface drag.

f vAsurface dragAau ð9Þ

The heat budget at any level is given by,

qy

qt
¼ $ q

qy
ðv 0y 0Þ $ w

qy

qz
þ Q ð10Þ

so that the eddy heat flux convergence approxi-
mately balances the sum of diabatic heating, Q,
and adiabatic heating associated with mean
vertical motion. The heat and momentum bal-
ances are closely linked through the mass bal-
ance and the mean meridional circulation. The
eddy fluxes of heat and momentum support a
reversed meridional circulation cell, suggesting
that the heat transport by eddies is more than
sufficient to balance the diabatic heating term.

An interesting question to pursue is whether
eddy-driven jets are self-sustaining and can
shape the climate, or whether they are a pas-
sive response to imposed diabatic heating
gradients. Reasoning about the dynamical role
of jet-eddy interactions is more fruitful in the
transformed Eulerian mean framework, in
which the zonal momentum equation and heat
equations are (e.g., Andrews et al. 1987),

qu

qt
$ f v& ¼ ðr0a cos jÞ$1‘ 'F ð11Þ

qy

qt
þ w& qy

qz
¼ Q ð12Þ

where ‘ 'F is the divergence of the EP flux vec-
tor whose components are defined by (5–6), and

w& ¼ w þ q

qy
v 0y 0 qy

qz

! "$1
 !

ð13Þ

is the residual vertical velocity, an approxima-
tion to the diabatic vertical velocity.

In addition, one can manipulate these equa-
tions to form the downward control principle,
which in the quasi-geostrophic approximation
and under an assumption of steady state condi-
tions can be written (Haynes et al. 1991).

w& ¼ $ 1

a2r0 cos f

q

qf

(
ðy

z

‘ 'F

2W sin f

$ %

f¼const:

dz 0

( )

ð14Þ

The downward control principle (14) indicates
that the residual vertical velocity is propor-
tional to the meridional gradient of the inte-
grated wave driving above that level.

Tanaka et al. (2004) have computed the
residual mean circulation using more precise

Fig. 6. A schematic showing the eddy
heat (thin contours) and momentum
(thick contours) fluxes and the associ-
ated Eulerian mean meridional circula-
tion (heavy arrows).
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図 4.3 熱（細い等値線）と運動量（太い等値線）フラックスと Ferrel循環（矢印）を示す模式図

(Hartmann 2007)。

（4.2b）。ハドレー循環は，赤道よりやや北で上昇し亜熱帯で下降する赤道対称な成分（1.1%）とモン

スーンによって作られ季節により向きが反転する成分（97.4%）からなる (Dima and Wallace 2003)。

亜熱帯ジェットは，ハドレー循環の下降域に位置している。

北半球冬季の中緯度では，50N を中心に主に傾圧性擾乱に伴う北向き熱フラックスが存在する

（4.2d）。熱フラックスは，中高緯度で上昇，亜熱帯で下降となる熱的間接循環 Ferrel 循環を駆動す

る。上部対流圏では，運動量フラックスの発散と赤道向きの流れに伴うコリオリ力とが，地表付近で

は摩擦と極向きの流れに伴うコリオリ力とがほぼつり合っており，間接循環と整合的である（図 4.3）。
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(a) (b)

1 OCTOBER 2004 2375T A N A K A E T A L .

FIG. 2. Eliassen–Palm flux (arrows) and its divergence (contours: m s21 day21) of (a), (b) the TEM and (c), (d) isentropic diagnoses
averaging over (left) DJF and (right) JJA, 1990–2001. Vertical and horizontal axes are logarithmic pressure (hPa) and latitude, respectively.
The scale of the horizontal component of arrows in the lower-left corner is shown in 109 kg s22. The vertical component is magnified by
460 for arrows to indicate their directions correctly. Contour intervals of the divergence are 5 m s21 day21 below 100 hPa and 1 m s21 day21

above 100 hPa. Negative values (deceleration of westerlies) are shaded.

Thus, lower-tropospheric phenomena can be understood
in the context of wave–mean-flow interactions based on
the mass-weighted isentropic zonal mean equations.
Concerning the mean meridional flows near the lower
boundary, the Coriolis forcing of mean equatorward
flows almost balances the sum of low-level EP flux
divergence and frictional forcing.
Within the polar vortex, the isentropic EP flux diver-

gence is somewhat different from the TEM. It is rather
difficult to clarify the reason for the difference because
the EP fluxes in the two schemes are estimated from
different parameters as mentioned above. The reanalysis
may be contaminated with some dynamical inconsistency
among parameters due to the assimilation of observation
data. Then, we analyze dynamically consistentmodel out-
puts and confirm a significant difference in the EP flux
divergence near the polar vortex (see appendix B). One
possible reason for the difference between the two

schemes is that the quasigeostrophic balance is not a good
assumption inside of the circumpolar vortex. The relative
vorticity may not be negligible against the Coriolis pa-
rameter because of large angular velocity.

b. Eddy vertical momentum transport
As shown in Eq. (2.15), the vertical component of

eddy momentum transport is decomposed into eddy dia-
batic mixing of zonal momentum, meridional inclination
of isentropic surface, and form drag over isentropic sur-
face as follows:

]z ]z† †F 5 2ar cosf(u9u̇9)* 2 r cosf(u9y9)*z 0 0† 1 2
]u ]f

u

1 ]F

1 p . (3.3)1 2g ]l p†

2374 VOLUME 61J O U R N A L O F T H E A T M O S P H E R I C S C I E N C E S

FIG. 1. (a), (b) Mass streamfunction of the TEM and (c), (d) isentropic diagnoses averaging over (left) DJF and (right) JJA, 1990–2001.
Vertical and horizontal axes are logarithmic pressure (hPa) height and latitude, respectively. (Units: 1010 kg s21 and contour intervals are 2
3 1010 kg s21 below 100 hPa and 0.2 3 1010 kg s21 above 100 hPa.) Negative values are shaded.

(I92; I01). The vertical divergence (convergence) of the
isentropic form drag exerts the acceleration (decelera-
tion) force to zonal flows, respectively, and exchanges
zonal momentum between waves and mean flows.
Figure 2 shows the EP flux and its divergence during

JJA and DJF. The TEM and isentropic diagnoses of
vertical EP flux are computed quite differently. One is
estimated from the eddy correlation of meridional ve-
locity with temperature, the other from pressure and
geopotential height on isentropic surfaces. In practice,
the latter is estimated from temperature and geopotential
height at the standard pressure levels. Nevertheless, the
two diagnoses are very similar in the free atmosphere
and it suggests that the above-mentioned assumptions
in the TEM are not such serious limitations to the EP
flux, as well as the mass streamfunction. Near the lower
boundary, however, the EP flux divergence of the TEM
is noticeably different from that of the isentropic di-
agnosis. To take a closer look, we show the vertical

profiles of the meridional and vertical EP flux, and its
divergence in Fig. 3. Significant differences are found
in the lower-tropospheric profiles of the vertical EP flux.
In the TEM, a very large EP flux comes out from the
surface and decreases with potential temperature mono-
tonically. The boundary values do not indicate actual
momentum exchange with the earth’s surface, but do
indicate the breakdown of a small-amplitude approxi-
mation due to intersection of isentropic surfaces with
the ground surface. The isentropic scheme enables us
to handle the effects of intersections of isentropes with
the lower boundary and express the momentum ex-
change with the earth’s surface through the orographic
form drag as mentioned in section 2. The vertical EP
flux is very small at the lower boundary and rapidly
increases with potential temperature up to around 700
hPa. The EP flux divergence near the lower boundary
considerably induces the equatorward mean flows
through the geostrophic adjustment as shown in Fig. 1.

図 4.4 北半球冬季における (a)EPフラックス（kg s−2, 矢印）とその発散（ms−1 day−1, ），並

びに (b)TEM方程式系の質量流線函数 (1010kg s−1)。ERA-40より作成 (Tanaka et al. 2004)。

4.2 変形された Euler平均

(4.2)において，中高緯度では熱フラックスの発散収束と子午面循環とは打ち消し合う関係にある。

そこで，熱フラックスの発散収束の効果を差し引いた残差子午面循環を次のように定義する。

v∗ = v − R

ρ0H

∂

∂z

ρ0v′T ′

N2
(4.3)

w∗ = w +
R

H

∂

∂y

v′T ′

N2
(4.4)

(4.3), (4.4) を (4.1), (4.2) に代入すると, 変形された Euler 平均（TEM, Transform Eulerian

Mean）方程式系

∂u

∂t
− f0v

∗ =
1

ρ0
∇ · F +X (4.5)

∂T

∂t
+
N2H

R
w∗ =

Q̇

cp
(4.6)

∂v∗

∂y
+

1

ρ0

∂ρ0w
∗

∂z
= 0 (4.7)

を得る。ここで F は Eliassen–Palmフラックス（EPフラックス）

F = (−ρ0v′u′,
ρ0f0R

N2H
v′T ′) (4.8)

である。

TEM方程式系では，運動量フラックスと熱フラックスとは，EPフラックスの発散の形で東西風を

変化させる（4.5）。図 4.4に，北半球冬季における EPフラックスとその発散，並びに TEM方程式
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系の質量流線函数を掲げる。中高緯度では，対流圏下層を除いて，EPフラックスは収束している (図

4.4a)。EPフラックスの収束による西風減速効果は，残差平均子午面循環によるコリオリ力とバラン

スしている。残差平均された鉛直流は（図 4.4b），定常状態では非断熱加熱の時間変化（図 4.1）に比

例して生ずる（4.6）。単なる Euler平均子午面循環には波の作用が含まれていたのに対し，TEM方

程式系の残差子午面循環は空気塊の動きを表しており，近似的なトレーサの移流に対応している。

4.3 東西平均渦位方程式

東西された準地衡平均渦位方程式は (3.14)より

∂q

∂t
= − ∂

∂y
q′v′ (4.9)

と書ける。渦位擾乱 (3.21)に v′ をかけて東西平均をとると

v′q′ = − ∂

∂y
v′u′ +

f0R

ρ0H

∂

∂z

ρ

N2
v′T ′ =

1

ρ0
∇ · F (4.10)

と書ける。即ち渦位フラックスは，EPフラックスの発散に比例する。
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第 5章

ロスビー波の伝播

5.1 分散関係式

線型化された準地衡渦位方程式 (3.19)は(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
q′ +

∂q

∂y

∂ψ′

∂x
= 0

ここで

q′ = ∇2ψ′ +
1

ρ0

∂

∂z∗

(
ϵρ0

∂ψ′

∂z∗

)
,

は渦位擾乱 (3.21)，∂q/∂y は，基本場の南北渦位勾配 (3.22)である。

N2 一定，即ち εが一定のとき，波動解

ψ′ = ℜΨez/2Hei(kx+ly+mz−ωt) (5.1)

を (3.19), (3.21)に代入すると，分散関係式

ω = ku−
k
∂q

∂y

k2 + l2 + ε

(
m2 +

1

4H2

) (5.2)

が得られる。

5.2 ロスビー波の鉛直伝播

(5.2)を見ると，波数により位相速度が異なる。波数の異なる波で構成されている波束は，その形が

時間とともに崩れていく。このような性質を「分散性」と呼ぶ。波束が形を変えていく過程で, 振幅

の強め合いや弱め合いが起きるので, それぞれの波長の波の位相速度とエネルギーの伝わる速度 (群

速度) とは向きや大きさが当然異なる。エネルギーの移動は, 波の山谷ひとつひとつではなく, 波束の

輪郭の移動により表わされる (図 5.1)。
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図 5.1 2つの位相速度を持つ波の重ね合わせにより作られた, 連続した波束 (Kundu 1990). 破線

は波 (実線) の包絡線を表す。

(5.2)を微分して，群速度を求める。

cgy =
2∂q/∂y[

k2 + l2 + ε
(
m2 + 1

4H2

)]2 kl (5.3)

cgz =
2ε∂q/∂y[

k2 + l2 + ε
(
m2 + 1

4H2

)]2 km (5.4)

波動解 (5.2)は

ψ′ =
Ψ

2
ez/2H(eiϕ + e−iϕ) (5.5)

と書ける。ここで
ϕ ≡ kx+ ly +mz − ωt (5.6)

である。波動解を用いると，運動量フラックス及び熱フラックスは

v′u′ = −Ψ2

2
ez/Hkl (5.7)

v′T ′ =
f0HΨ2

2R
ez/Hkm (5.8)

となる。したがって (5.3), (5.4), (5.7), (5.8)より

(cgy, cgz) =
4∂q/∂y

Ψ2
[
k2 + l2 + ε

(
m2 + 1

4H2

)]2 (−v′u′, f0RN2H
v′T ′) (5.9)

が得られる。(5.9)より，Eliassen–Palmフラックス F の向きは局所的な群速度の向きを表すことが

分かる。
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5.3 ロスビー波の水平伝播

5.3.1 順圧渦度方程式

ロスビー波の水平伝播は，順圧渦度方程式で記述できる。南北シアーを持つ基本場の東西風

u = u(y)のまわりで線型化された順圧渦度方程式(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
∇2ψ′ + βeff

∂ψ′

∂x
= 0 (5.10)

を考える。ここで

βeff =
∂(f + ζ)

∂y
= β − ∂2u

∂y2
(5.11)

は実効ベータ（effective beta）と呼ばれる。

x, y 方向に波動解を仮定して，分散関係を求める。波動解を

ψ′ = ℜψ̂ exp i(kx+ ly − ωt) (5.12)

とし，(5.10)に代入すると，分散関係式

ω = ku− kβeff
k2 + l2

(5.13)

を得る。

5.3.2 ロスビー波の西進

(5.13)を k で割って東向きの位相速度 cx を求めると，

cx − u = − βeff
k2 + l2

< 0 (5.14)

が得られる。東西風に相対的な位相速度 cx − uは負なので，ロスビー波は西進する。

(5.13)を k, lで微分して，x 方向の群速度 cgx, y 方向の群速度 cgy を求める。

cgx = u− βeff [l
2 − k2]

[k2 + l2]2
, (5.15)

cgy =
2klβeff

[k2 + l2]2
(5.16)

を得る。東西位相速度 cx が常に負であったのに対し, 波の形状 (k, l) により, 東西風に相対的な東西

群速度は西向きにも東向きにもなりうる。
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図 5.2 群速度と東西風速との関係.

5.3.3 定常ロスビー波

位相速度 cx = 0のとき

u =
βeff
k2s

(5.17)

が成り立つ。このようなロスビー波を定常ロスビー波と呼ぶ。ここで

k2s ≡ k2 + l2 =
βeff
ū

(5.18)

を定常ロスビー波数と呼ぶ。これを (5.15), (5.16) に代入すると,

cg = 2u

(
k
l

)
k

k2s
(5.19)

となる. 定常ロスビー波の向きは常に東向きで, x軸方向（東向き）に伝播するとき |cg|は最大値 2u

を取ることが分かる。

定常ロスビー波の伝播は，Snellの法則に従う光波に類似している (Hoskins and Ambrizzi 1993)。

式 (5.19)は

cg = 2u

 k

ks
l

ks

 k

ks
(5.20)

= 2u

(
k̂

l̂

)
cosα (5.21)

と書ける。(k̂, l̂)は単位ベクトルなので, 波は x軸に対して αの角度で伝播することが分かる。cosα

の定義より
k = ks cosα = const (5.22)
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a) b)

図 5.3 (a) ロスビー波の伝播と (b) 光波の伝播との類比。

と書ける。これは, 屈折率 n, y 軸に対する角度 θで伝播する光波について成り立つ Snell の法則

n sin θ = const (5.23)

と同形である。式 (5.22)と (5.23)とを比較すると, 定常ロスビー波数 ks が屈折率に相当することが

分かる。

光波同様, 定常ロスビー波も ks の大きなところに向かって伝播する (Fermat の原理, 図 5.4A)。ks

の極大があれば, そこに捕捉される (図 5.4E)。このように「鋭い」偏西風は,「導波管」と呼ばれる。

式 (5.18) を lについて解くと,

l = ±
√
k2s − k2 (5.24)

となる. l > 0のとき北向き, l < 0のとき南向き伝播を表す. 通常対流圏上層では, ks は中緯度から

亜熱帯に向かって増加している (図 5.5)。高緯度に向かって ks が減少して，k = ks となる緯度を転

移緯度（turning latitude)と呼ぶ。転移緯度より極よりでは，振幅が指数函数的に減少 (evanescent)

する。転移緯度では，lが符号を変え，波の向きが変わるため，波は低緯度に反射される（図 5.4B）。

実効ベータが負になる領域も波の反射板（reflector）として働く（図 5.4C）。一方，赤道付近に東風

域と中緯度の西風との間に ū = 0 となる緯度（臨界緯度 critical latitude）が存在する。臨界緯度に

近づくと, 式 (5.18) から明らかなように, ks が急速に大きくなる。臨界緯度は定常ロスビー波の「ブ

ラックホール」である (図 5.4D)。

非線型性を考慮すると, 波は臨界緯度付近の南北に狭い領域で, 進む向きが逆転して反射されること

が示されている (図 5.6, Stewartson 1978, Warn and Warn 1978; SWW解)。SWW 解は, Kelvin

の猫目 (cat’s eye) と呼ばれる流れのパターンである。

5.3.4 北半球冬季・夏季の導波管

ここでは, 北半球対流圏上部における定常ロスビー波の気候学的な通り道を調べておこう (図 5.7)。
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図 5.4 定常ロスビー波の屈折や反射 (Hoskins and Ambrizzi 1993)。(A) 屈折，(B) 転移緯度で

の反射，(C) βeff = 0 となる緯度での反射，(D) 臨界緯度での吸収，(E) ジェット気流によるロス

ビー波の捕捉。
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図 5.5 南半球冬季における帯状平均 (a) 東西風速 (m s−1) 及び (b) 定常ロスビー波数 ks の南北

分布 (James 1994)。

北半球冬季には, 日本付近と北米東岸に東西風の極大がある。βeff で見ると, 極大の南北両側で負と

なる領域がある。このような領域は, 図 5.4Eのような導波管の構造をしている。太平洋東部には, ks

の大きな領域が赤道まで伸びている。この領域は西風ダクト (westerly duct) と呼ばれており, 両半

球の間でエネルギー交換が行われると考えられている。エルニーニョ等の年々変動により, 西風ダク

トが出来ない年もある。

北半球夏季には, チベット高気圧の北縁に東西風の極大が存在している。風速は, 冬季ほど大きくは

ないが, ks では同程度の大きさである。値は小さいが, 北極海沿岸にも波の伝播可能域が存在するこ

とも注目に値する。太平洋の導波管は, 亜熱帯から伸び, 北大西洋の導波管につながり, 北太平洋の導

波管は, 亜寒帯ジェットに伴う北極海沿岸に連なる渦巻き構造をしている。

課題

以下のいずれかの課題を一つ選び簡潔にまとめよ。

• この 1年間に日本に接近した顕著な温帯低気圧について，その発達過程を線型不安定論と比較

せよ。

• 2015年 12月～2016年 2月の平均の東西平均された東西風，南北風，運動量フラックス，熱フ

ラックス，EPフラックスを描画し，気候値との違いについて述べよ。

• 2016年 7月のアジア・ジェット上の定常ロスビー波の活動について調べ，梅雨明けとの関係に

ついて議論せよ。
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図 5.6 臨界緯度付近での SWW(Stewartson 1978; Warn and Warn 1978) 解の模式図 (An-

drews et al. 1987)。
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図 5.7 NCEP/NCAR 再解析 (Kalnay et al. 1996) 気候値 (1968–1996 年の各季節を平均して

作成) から作成した上から東西風, 有効ベータ, 定常ロスビー波波数。左列は 12, 1, 2月平均, 右列

は 6, 7, 8月平均。
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