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はじめに

First of all he said to himself: “That buzzing-noise means something. You don’t
get a buzzing-noise like that, just buzzing and buzzing, without its meaning
something. If there’s a buzzing-noise, somebody’s making a buzzing-noise, and
the only reason for making a buzzing-noise that I know of is because you’re a
bee.”
Then he thought another long time, and said: “And the only reason for being
a bee that I know of is making honey.”
And then he got up, and said: “And the only reason for making honey is so as
I can eat it.” So he began to climb the tree.
Winnie-the-Pooh (Milne 1926)



8 はじめに

真理に近づく方法として、科学では演繹（deduction）法と帰納（induction）法がある。
演繹は、南宋の儒学者朱熹による中庸への注釈、中庸章句にある「更互演繹，作為此書」
に由来し、前提から論理を展開し結論を導き出す。気象学では、支配方程式に基づく気象
力学や、それをコンピュータのプログラムとして書き起こしたモデルによるシミュレー
ションは演繹である。一方、帰納法は事実を積み重ねて一般的な法則を導き出す。気象学
では、観測的研究や、データ解析が該当するだろう。

データ同化は、演繹と帰納を組み合わせた研究手法である。通常モデルにより第一推定値
を演繹的に得る。統計的推論を基礎として観測によりモデルを修正する。数値天気予報の
初期値を作成するという必要から研究が進んだため、単なる技術と認識され、予報精度を
高める初期値が探求されてきた。しかし、研究手法の観点からは、力学及びモデル並びに
観測及び解析の両方を利用した、真理を探究するためアプローチであると言える。

データ同化が基礎とする学術分野は、解析学（変分法）、関数解析学、線型代数学、統計
学、最適化理論、非線型力学（カオス理論）、制御理論、情報理論など多岐に亙る。

本講義では、以下のようなデータ同化に関連した話題を取り上げる。

• 統計的推定: 最初二乗法、最尤推定
• 数値最適化: 最急降下法、ニュートン法、共軛勾配法
• 変分法: 随伴モデル、4DVar
• アンサンブルカルマンフィルタ: EAKF、DEnKF、インフレーション、局所化
• 感度解析: 随伴、特異ベクトル、アンサンブル
• 機械学習: ニューラルネットワーク、SOM、カーネル法
• 数学的補遺: 様々な行列、行列の微分、行列の分解

描画や簡単な計算には、R を用いている。一部のコードは Python と Fortran に翻訳し
て、リポジトリに置いてある。

このページは次の QRコードからも接続できる。

https://github.com/tenomoto/dass2024
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第 1章

データ同化の基礎

観測データは初期値の格子上で取得されたとは限らず、取得された時刻も様々で、観測さ
れる変数、観測点の分布、測器の精度も多様である。数値天気予報（numerical weather
prediction）の初期値としては、規則的な格子上のデータが必要である Figure 1.1。観測
データ（observation）を数値予報モデルに取り込むことをデータ同化（data assimilation）
という。客観的な一定の方法に従って、最適（optimal）な場を推定したものを客観解析
（objective analysis）という。

Figure1.1: 観測データの同化の概念図。観測点は �、モデルの格子点は ○、円形の陰影
は格子点（◎）に対して観測が影響する範囲。Kalnay (2003) を一部改変
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1.1 線型回帰

回帰分析（regression analysis）は、二つの変数の 𝑥と 𝑦のデータが与えられたときに、
𝑦 = 𝑓(𝑥)というモデルを当てはめる。𝑥を説明変数、𝑦を目的変数と呼び、𝑥がスカラーの場
合を単回帰（simple regression）、ベクトルの場合を重回帰（multiple regression）という。モ
デルが線型 𝑓(𝑥) = 𝛽0 +𝛽1𝑥なら、線型回帰、𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑒𝑏𝑥, 𝑓(𝑥) = 𝑎+𝑏 log 𝑥
のように非線型なら非線型回帰という。様々な当てはめ（curve-fitting）がある。

𝑛個の観測 𝑦1, … , 𝑦𝑛 が与えられたとき、線型モデルでは次のように書ける。

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖 (1.1)

𝜀𝑖 は誤差を表している。最小分散推定（minimum variance）は最小二乗法（method of
least squares）とも呼ばれ、誤差の分散

𝑆 = ∑
𝑖

𝜀2
𝑖 (1.2)

を最小にする 𝛽0, 𝛽1 を求める。

Equation 1.2を 𝛽0, 𝛽1 で微分して 0と置くと、正規方程式

𝜕𝑆
𝜕𝛽0

= −2 ∑[𝑦𝑖 − (𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖)] = 0

𝜕𝑆
𝜕𝛽1

= −2 ∑[𝑦𝑖 − (𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖)]𝑥𝑖 = 0
(1.3)

平均

̄𝑥 = 1
𝑛

∑ 𝑥𝑖, ̄𝑦 = 1
𝑛

∑ 𝑦𝑖

を用いると、Equation 1.3 の最初の式から

̄𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1 ̄𝑥 (1.4)

が得られる。
∑(𝑥𝑖 − ̄𝑥) ̄𝑥 = ̄𝑥 ∑ 𝑥𝑖 − 𝑛 ̄𝑥 = 0

∑(𝑦𝑖 − ̄𝑦) ̄𝑥 = ̄𝑥 ∑ 𝑦𝑖 − 𝑛 ̄𝑥 ̄𝑦 = 0

を用いると
̂𝛽0 = ̄𝑦 − 𝛽1 ̄𝑥

̂𝛽1 = ∑(𝑥𝑖 − ̄𝑥)(𝑦𝑖 − ̄𝑦)
∑(𝑥𝑖 − ̄𝑥)2 = cov(𝑥, 𝑦)

var(𝑥)

https://xkcd.com/2048/
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を得る。 ̂𝛽1 を回帰係数という。

1.1.1 例 1 予報と観測

2020年 12月の気象庁 GSMの 0000 UTCから 6時間予報と京都のアメダスで観測され
た気温と風速を比較する。

まず、平均を計算し、分散、共分散から、傾きと切片を計算する。

mean.x= 284.1565 var.x= 10.51396 mean.y= 281.5745 cov.xy= 10.4146

beta0 = 0.1032584 beta1= 0.9905503

散布図を描いてみると、非常に対応が良いことが分かる。

280 282 284 286 288

27
6

28
0

28
4

T2m Kyoto 202012 15UTC bias=0.10 slope=0.99

AMeDAS

G
S

M
 F

T
6

次に 10 m風速と京都のアメダスで観測された風速を比較する。予報は観測される強い風
を表現しておらず、回帰直線の傾きが小さい。
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1.2 ガウス分布

平均 ̄𝑥、標準偏差 𝜎の正規分布は

𝑃(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎

exp {−(𝑥 − ̄𝑥)2

2𝜎2 } (1.5)

𝑛次元のベクトル xに対しては

𝑃(x) = 1
(2𝜋)𝑛/2|S𝑥|1/2 exp {−(x − x̄)TS−1

𝑥 (x − x̄)} (1.6)

と書ける。ここで S𝑥 は共分散行列である。
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1.3 ベイズの定理

Rodgers (2000) に基づいて、状態 xと観測 yがスカラーの場合について、同時確率密度
分布（pdf : probability distribution function）の例を図示する。

• 𝑃(x): 状態 xの pdf。𝑃(x)dxは、測定をする前に多次元体積 (x, x + dx)に xが
存在する確率。測する前において xについて分かっている。∫ 𝑃(x)dx = 1となる
ように規格化される。

• 𝑃(y): 測定の先験 pdf。測定前の測定の pdf を表す。
• 𝑃(x, y): xと yとの同時先験 pdf。𝑃(x, y)dxdyは、xが (x, x + dx)に存在しか
つ yが (y, y + dy)に存在する確率。

• 𝑃(y|x): xが与えられたときの yの条件付 pdf。𝑃(y|x)dxは xの値が与えられた
とき yが (y, y + dy)に存在する確率。

• 𝑃(x|y): yが与えられたときの xの条件付 pdf。𝑃(x|y)dxは yの値が与えられた
とき xが (x, x + dx)に存在する確率。

Figure 1.2 において、𝑃(𝑦|𝑥)は 𝑥に対する 𝑦の函数であり、∫ 𝑃(𝑦|𝑥)d𝑦 = 1に規格化さ
れるので、破線に沿った積分 ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)d𝑦 = 𝑃(𝑥)で同時分布 𝑃(𝑥, 𝑦)を割ったものに等
しい。

𝑃(𝑦|𝑥) = 𝑃(𝑥, 𝑦)
𝑃 (𝑥)

(1.7)

𝑃(𝑥|𝑦)についても同様に表し、Equation 1.7 を用いて 𝑃(𝑥, 𝑦)を消去すると、ベイズの
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Figure1.2: 2次元における Bayesの定理の概念図

定理が得られる。
𝑃(𝑥|𝑦) = 𝑃(𝑥, 𝑦)

𝑃 (𝑦)
= 𝑃(𝑦|𝑥)𝑃 (𝑥)

𝑃(𝑦)
(1.8)

Equation 1.8 から 𝑃(𝑥, 𝑦)をベクトルに拡張すると次のように書ける。

𝑃(x|y) = 𝑃(y|x)𝑃 (x)
𝑃 (y)

(1.9)

データ同化を含む逆問題では、𝑃(x)及び 𝑃(y|x)から 𝑃(x|y)を推定する。Equation 1.9
の分母はスケーリングの定数で、通常は無視できる。

1.4 最大後験推定

スカラーを一つ直接観測し
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𝑦 = 𝑥 + 𝜖

を得たとする。𝑥は第一推定値で分散は 𝜎2
f、𝜖は観測誤差、観測の分散は 𝜎2

o とする。𝑦の
先験分散は

𝜎2
𝑦 = 𝜎2

f + 𝜎2
o (1.10)

である。

𝑃(𝑦|𝑥), 𝑃(𝑥), 𝑃(𝑦|𝑥)がガウス分布 (Equation 1.5)であるとすると、

−2 ln 𝑃(𝑦|𝑥) = 𝑦 − 𝑥
𝜎2

o
+ const

−2 ln 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥f

𝜎2
f

+ const

−2 ln 𝑃(𝑥|𝑦) = 𝑥 − 𝑥a

𝜎2
a

+ const

と書ける。Bayesの定理 (Equation 1.9)を適用すると、𝑥2 の係数から

1
𝜎2

a
= 1

𝜎2
o

+ 1
𝜎2

f
(1.11)

を得る。分散の逆数は精度の指標で、観測を第一推定値に同化することにより精度が向上
することを示している。Equation 1.11は

𝜎2
a = 𝜎2

o𝜎2
f

𝜎2
o + 𝜎2

f
(1.12)

と表すこともできる。一方、𝑥の係数から

𝑥a

𝜎2
a

= 𝑦
𝜎2

o
+ 𝑥f

𝜎2
f

(1.13)

Equation 1.13 は Equation 1.11 を用いて

𝑥a = 𝑥f + 𝜎2
f

𝜎2
o + 𝜎2

f
(𝑦 − 𝑥f) (1.14)

と表すこともできる。後験確率密度が最大になるような推定であるので、最大後験推定
（MAP: Maximum a posteriori）と呼ばれている。最尤推定（ML: maximum likelihood）
推定と呼ばれることもあるが、尤度は 𝑃(y|x)を指すので、厳密には先験情報がない場合
にのみ、MAP推定とML推定が一致する。

1.5 簡単な例題

ここで考える例題は、2 つの気温の測定値 𝑇1, 𝑇2 から解析値 𝑇a を求める問題を考える。
真の値（truth）を 𝑇t とすると、測定値は
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𝑇1 = 𝑇t + 𝜀1

𝑇2 = 𝑇t + 𝜀2

と書ける。ここで 𝜀1, 𝜀2 は誤差を表す。真の値が分らないので、誤差（error）も分らない。
さらに、以下が仮定できるとする。

• バイアスがない。𝐸(𝜀1) = 𝐸(𝜀2) = 0。ここで, 𝐸( )は期待値を表す。
• 誤差の分散は既知。𝐸(𝜀2

1) = 𝜎2
1, 𝐸(𝜀2

2) = 𝜎2
2

• 誤差は無相関。𝐸(𝜀1𝜀2) = 0

𝑇a = 𝑎1𝑇1 + 𝑎2𝑇2 (1.15)

• 解析誤差もバイアスがない。𝐸(𝜀a) = 0とすると、𝑎1 + 𝑎2 = 1となる。

最小二乗法（method of least squares）では、平均二乗誤差が最も小さくなるようにする。

𝜎2
a = 𝐸[(𝑇a − 𝑇t)2]

= 𝑎2
1𝜎2

1 + (1 − 𝑎1)2𝜎2
2

微分をとると
𝜕𝜎2

a
𝜕𝑎1

= 2𝑎1𝜎2
1 − 2(1 − 𝑎1)𝜎2

2

となる。最小値では微分が 0になるので、

𝑎1 = 𝜎2
2

𝜎2
1 + 𝜎2

2
, 𝑎2 = 𝜎2

1
𝜎2

1 + 𝜎2
2

(1.16)

と求まる。観測 1の重みは、観測 2の分散を分散の和で割ったものとして求まる。分子分
母に 1/𝜎2

1𝜎2
2 をかけると、

𝑎1 = 1/𝜎2
1

1/𝜎2
1 + 1/𝜎2

2
, 𝑎2 = 1/𝜎2

2
1/𝜎2

1 + 1/𝜎2
2

(1.17)

とも書ける。ばらつき（分散）が大きいほど小さくなるので、分散の逆数は精度を示す。
Equation 1.17 は、重みが精度に比例することを示す。分散が小さいものに、より大きな
重みをつけることになる。

Equation 1.16 に Equation 1.16 を代入して、解析値の分散を求めてみる。

𝜎2
a = 𝜎2

1𝜎2
2

𝜎2
1 + 𝜎2

2
1
𝜎2

a
= 1

𝜎2
1

+ 1
𝜎2

2

(1.18)
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Equation 1.18は、解析精度は全ての精度の和となる。

測定値 1 が第一推定値（𝑇1 = 𝑇b）測定値 2 が観測値（𝑇2 = 𝑇o) であるとする。Equa-
tion 1.15は

𝑇a = 𝑇b + 𝜎2
b

𝜎2
b + 𝜎2

o
(𝑇o − 𝑇b) (1.19)

と書くこともできる。𝑇o − 𝑇b をイノベーション（innovation）、右辺第二項を解析インク
リメント（increment）と呼ぶ。予測精度が悪い場合（𝜎2

b が大きい場合）や第一推定値が
観測値からずれている場合（インクリメントが大きい場合）、Equation 1.19の第 2項が
大きくなり、観測に近くなるように修正される。

−4 −2 0 2 4 6 8
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analysis
background
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Figure1.3: 二つの測定に基づく解析

次に、最尤法に基づき 𝑇1, 𝑇2 の確率密度分布から最適な推定値を求めてみる。𝑇1, 𝑇2 の確
率密度分布は正規分布で表すことができる。
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𝑝(𝑇1|𝑇 ) = 1√
2𝜋𝜎1

exp [−(𝑇1 − 𝑇 )2

2𝜎2
1

]

𝑝(𝑇2|𝑇 ) = 1√
2𝜋𝜎2

exp [−(𝑇2 − 𝑇 )2

2𝜎2
2

]
(1.20)

測定値が 𝑇1, 𝑇2 となる確率は、Equation 1.20の二つの積で表すことができる。

𝐿(𝑇 |𝑇1, 𝑇2) = 1
2𝜋𝜎1𝜎2

exp [−(𝑇1 − 𝑇 )2

2𝜎2
1

− (𝑇2 − 𝑇 )2

2𝜎2
2

] (1.21)

𝐿( )を尤度函数（likelihood function）という。𝑇の尤もらしい値は、𝐿(𝑇 |𝑇1, 𝑇2)が最
大になる値である。指数函数の引数に負号をかけた値

𝐽(𝑇 ) = 1
2

[(𝑇1 − 𝑇 )2

𝜎2
1

+ (𝑇2 − 𝑇 )2

𝜎2
2

]

が最小になれば、𝐿(𝑇 |𝑇1, 𝑇2)の最大値が求まる。𝐽( )をコスト函数（cost function）と
呼ぶ。このような推定法を最尤法（maximum likelihood method）という。𝜕𝐽/𝜕𝑇 = 0
を計算すると、最尤法により求めた重みは最小二乗法で求めた重みと一致する。ただし、
正規分布に従わない場合はこの限りではない。

さらに、リモートセンシングデータを同化する場合について考える。気温の代わりに遠隔
測定された放射輝度 𝑦 = ℎ(𝑇 ) が得られているとする。ℎ( ) を観測演算子（observation
operator）呼ぶ。観測演算子は、気温から放射輝度のような変数変換だけでなく、空間内
挿も含む。

気温の第一推定値は 𝑇b、予報誤差は 𝜀b で表すことにする。放射輝度の観測値は、𝑦o =
ℎ(𝑇t) + 𝜀o と表すことができる。𝜀o は観測誤差で、観測誤差と予報誤差は正規分布に従う
と仮定する。イノベーションを誤差で表すと

𝑦o − ℎ(𝑇b) = 𝜀o − 𝐻𝜀b

となる。ここで

𝐻 = 𝜕ℎ
𝜕𝑇

である。

最小二乗法で問題を解く。Equation 1.19 の形式で解析値 𝑇a を表すと

𝑇a = 𝑇b + 𝑤(𝑦o − ℎ(𝑇b)) = 𝑇b + 𝑤(𝜀o − 𝐻𝜀b) (1.22)

となる。すなわち、解析誤差は
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𝜀a = 𝜀b + 𝑤(𝜀o − 𝐻𝜀b)

解析値の分散は

𝜎2
a = 𝜎2

b + 𝑤2(𝜎2
o + 𝜎2

b𝐻2) − 2𝑤𝜎2
b𝐻 (1.23)

となる。𝑤で微分して最適な重みを求めると

𝑤 = 𝜎2
b𝐻(𝜎2

o + 𝜎2
b𝐻2)−1 (1.24)

となる。𝐻でスケールされた重み

𝑤𝐻 = 𝜎2
b𝐻2

𝜎2
o + 𝜎2

b𝐻2 = 𝐻2/𝜎2
o

1/𝜎2
b + 𝐻2/𝜎2

o

は 0と 1の間の値を取る。観測の分散が大きい（𝜎2
o ≫ 𝜎2

b𝐻2）とき、解析値は第一推定
値にほぼ等しくなる（𝑇a ≈ 𝑇b）。逆に予測の分散が大きい（𝜎2

b𝐻2 ≫ 𝜎2
o）とき、解析値

は観測値に近づく（𝑇a ≈ 𝑤𝑦o）。

Equation 1.24 を Equation 1.23 に代入すると

𝜎2
a = (1 − 𝑤𝐻)𝜎2

b (1.25)

が得られる。また、

1
𝜎2

a
= 1

𝜎2
b

+ 𝐻2

𝜎2
o

(1.26)

と表すこともできる。この場合でも、解析精度は第一推定値の精度と観測の精度との和で
表される。

最尤法において、観測演算子を含む場合のコスト函数は、

𝐽(𝑇 ) = 1
2

[(𝑇b − 𝑇 )2

𝜎2
b

+ (𝑦o − ℎ(𝑇 ))2

𝜎2
o

] (1.27)

で表すことができる。

Fire 問 1

𝑇b = 2.0∘C, 𝜎b = 2.0∘C という第一推定値と予報誤差の標準偏差を得たとする。

1. 𝑇o = 0.0∘C, 𝜎o = 1.0∘C のとき、𝑇a と 𝜎a を求めよ。答: 𝑇a = 0.40∘C,
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𝜎a = √4/5 ≈ 0.89∘C
2. 𝑇o = 0.0∘C, 𝜎o = 2.0∘C のとき、𝑇a と 𝜎a を求めよ。答: 𝑇a = 1.0∘C,

𝜎a =
√

2 ≈ 1.4∘C

1.6 ベクトル場に対する解析

Section 1.5 では 1変数（気温）の 1点について考えたが、ここでは多変数からなる複数
の点に拡張する。モデルでは幾何形状に応じて、通常変数を 2次元や 3次元配列に格納す
る。データ同化では、全ての変数の全ての点が表す場を状態ベクトル（1次元） xに格納
する。

以下 Lorenc (1986) に基づいて解析方程式を導出する。Section 1.3 で学んだ Bayesの定
理は

𝑃(𝐴|𝐵) ∝ 𝑃(𝐵|𝐴)𝑃(𝐴)

と表すことができる。事象 Aと Bは次のように表すことができる。

事象 A 場が実際に生じた xt となること、x = xt である。ここで添字の tは真値を意味
する。

事象 B 観測ベクトル yが得られた観測 yo となること、y = yo である。

「最良」推定は、

最小分散推定（平均）

xa = ∫ xPadx

または最大後験推定（モード）、Pa(x)が最大になるような x = xa のいずれかである。こ
こで aは解析を表す。

先験確率とは、観測を行う前の状態 xについての知識である。スカラーの場合に誤差は分
からないが、分散は既知とする仮定と同様に背景値は真値と同じ確率密度分布を持つと仮
定する。そのような背景値が得られる予報モデルを完全モデル（perfect model）と呼ぶ。

𝑃(x = xt) = 𝑃(x − xb)

観測は偶然誤差が含まれている。これは、真の観測値 y1 = yt が与えられたときの誤差を
表す。
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𝑃(y = yo|y1 = yt) = 𝑃o(y1 − yo)

Bayes推定に必要な 𝑃(𝐵|𝐴)つまり 𝑃(y = yo|x = xt)を 𝑃of(yo − yf) で表す。ここで

y = 𝐻(xt)

は観測演算子（観測の順モデル）である。

𝐻が完全なら 𝑃of(yo − yf) = 𝑃o(y1 − yo)であり、観測には偶然誤差だけが含まれる。実
際には 𝐻はモデル誤差を含んでいる。モデル誤差の確率密度を

𝑃(y1 = yt|x = xt) = 𝑃f(y1 − yt)

で表す。

𝐵′ を 𝑏′ から 𝑏′ + d𝑏′ の間にある確率とすると、𝑃(𝐴′) = ∫ 𝑃(𝐴′|𝐵′)𝑃 (𝐵′)d𝑏′ を用いて

𝑃(y = yo|x = xt) = ∫ 𝑃(y = yo|x = xt and y1 = yt)𝑃 (y1 = yt|x = xt)dy1

つまり

𝑃of(yo − yf) = ∫ 𝑃o(y1 − yo)𝑃f(y1 − yf)dy1 (1.28)

よって解析誤差共分散は

𝑃a(x) = 𝑃(x = xt|y = yo) ∝ 𝑃(y = yo|x = xt)𝑃 (x = xt)

𝑃a(x) = 𝑃of(yo − 𝐻(x))𝑃b(x − xb)

= {∫ 𝑃o(y1 − yo)𝑃f(y1 − 𝐻(x))dy1} 𝑃b(x − xb)

となる。

背景誤差 𝑃b(x − xb)と観測誤差 𝑃of(yo − 𝐻(x))とは無相関で、確率密度分布がガウス
型である仮定する。

𝑃b(x − xb) ∝ exp [−1
2

(x − xb)TB−1(x − xb)]

𝑃o(y − yo) ∝ exp [−1
2

(y − yo)TO−1(y − yo)]

𝑃f(y − yf) ∝ exp [−1
2

(y − yf)TF−1(y − yf)]
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ここで

B = 𝔼[(xb − xt)(xb − xt)T]

O = 𝔼[(yo − yt)(yo − yt)T]

F = 𝔼[(yt − 𝐻(xt))(yt − 𝐻(xt))T]

である。以下R ≡ O + Fと書く。

Equation 1.28 で定義した 𝑃of は次のように表すことができる。

𝑃of ∝ exp [1
2

(yo − yt)TR−1(yo − yt)]

最小分散推定と最大後験推定は一致する。

最大後験推定において、𝑃a(x)の最大化は、コスト函数 𝐽 = − ln 𝑃a(x)の最小化と等価
である。

𝐽 = 1
2

[yo − 𝐻(x)]TR−1[yo − 𝐻(x)] + 1
2

(x − xb)TB−1(x − xb)

観測演算子を線型化する。
𝐻(x + dx) ≈ 𝐻(x) + Hdx

ここでH = 𝜕𝐻/𝜕xは観測演算子のヤコビアンである。

𝐽を最小にする解析値 x = xa は

0 = HTR−1[yo − 𝐻(xa)] + B−1(xb − xa)

より

xa = xb + (HTR−1H + B−1)−1HTR−1[yo − 𝐻(xb)]
= xb + BHT(HBHT + R)−1[yo − 𝐻(xb)]

が得られる。状態ベクトル xの大きさを 𝑛、観測ベクトルの大きさを 𝑚とすると、最初
の式では 𝑛 × 𝑛、二つ目の式では𝑚 × 𝑚の行列の逆を計算する必要がある。

この二つはWoodsburyの式 (Golub and Van Loan 2013)を用いて示すこともできるが、
以下のようにすると確認できる (Rodgers 2000)。

HTR−1(HBHT + R) = (HTR−1H + B−1)BHT
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の両辺に左から (HTR−1H + B−1)−1、右から (HBHT + R)−1 を掛けると

(HTR−1H + B−1)−1HTR−1 = BHT(HBHT + R)−1

が得られる。

線型ガウス型の場合の解析誤差共分散の期待値は

𝔼[(xa − xt)(xa − xt)T] = B − BHT(HBHT + R)−1HB (1.29)

となる。





25

第 2章

数値最適化

最小解または最大解を数値的に求める手法を数値最適化（numerical optimization）とい
う。変分法データ同化や機械学習では，コスト函数を最小化して最も尤もらしい解を求め
る。最尤解を求めるには確率密度函数の最大値をとる解を求めても良いが、通常は負号を
つけた対数尤度が最小を取る解を求める。

例えば、Equation 1.5に対しては、

(𝑥 − ̄𝑥)2

2𝜎2

Equation 1.6に対しては、
(x − x̄)TS−1

𝑥 (x − x̄)

を最小化する。

最小解には、大域最小解と局所最小解がある。函数が凸であれば大域最小解が求まるが、
凸でない場合は一般的には局所最小解が得られる。数値最適化手法は、勾配を用いるもの
と用いないものに大別される。ここでは、効率がよい勾配を用いる手法を学ぶ。

2.1 スカラー函数の最小化

最小化の概念や用語を学ぶために、スカラーの 2次函数 𝐽(𝑥) = 𝑥2/2を考える。𝑥 = 3にお
いて勾配は 9/2で正なので、逆方向である負の方向に進めば 𝐽は小さくなる。d𝐽/d𝑥 = 0
となる 𝑥 = 0は、勾配が 0の停留点である（1次の最適性必要条件）。d2𝐽/d𝑥2 = 1 > 0
なので、函数は（下に）凸（convex）であり、𝐽は最小値である（2次の最適性十分条件）。
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2.2 データ同化のコスト函数

データ同化で用いる一般的なコスト函数は次のように書ける。

𝐽(x) = 1
2

(x − xf)TB−1(x − xf) + 1
2

[y − 𝐻(x)]TR−1[y − 𝐻(x)] (2.1)

xは状態ベクトルで、最適化の対象となる制御変数（control variable）である。xf は第一
推定値、yは観測ベクトルを表す。𝐻は観測演算子（observation operator）を表し、リ
トーバルでは順モデル（forward model）と呼ばれる。行列 Bと Rはそれぞれ背景及び
観測誤差共分散である。右辺第 1項は先験値、第 2項は測定からの乖離を表し、それぞれ
背景項、観測項と呼ぶ。イノベーションが線型 y − Hxの場合は 2次になる。

xがベクトルのとき、最適性条件を確認する。

• 十分条件: ∇𝐽(x) = 0かつ ∇2𝐽(x)が半正定値（Section A.3）ならば xは局所最
小解である。

• 必要条件: xは局所最小解ならば、∇𝐽(x) = 0かつ∇2𝐽(x)が半正定値でなければ
ならない。

xで微分すると、Equation 2.1 の勾配は次のように表される。

∇𝐽(x) = B−1(x − xf) + HTR−1(y − 𝐻(x))
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いくつかの最適化手法を概観する。スラカー函数の最適化で 2次函数は容易に最小解が求
められることをみた。そこで、ベクトル函数 𝑓(x)を 2次近似する。

𝑓(x + d) ≈ 𝑓(x) + gTd + dTGd (2.2)

ここで dは降下ベクトル、g = ∇𝑓及びG = ∇2𝑓は xにおける勾配ベクトル及びへシア
ンである。

2.3 最急降下法

最急降下法（steepest descent）は 1 次までの情報、すなわち勾配を用いて降下方向を
d = −gとする。

x(𝑛+1) = x(𝑛) + 𝛼d

ここで 𝑛は反復回数、𝛼はステップ幅を表す。機械学習では、最急降下法に基づくさまざ
まな手法が広く用いられている。

ステップ幅の計算は 𝛼に対する制約付最適化問題

arg min
𝛼>0

𝑓(x(𝑛) + 𝛼d)

を解くことにより得られる。最適化におけるこの小問題は、線型探索（Section 2.8）と呼
ばれている。

2.4 ニュートン法

2次の情報、すなわち曲率を表すへシアンを用いるのがニュートン法である。Equation 2.2
の停留点は連立一次方程式をなすニュートン方程式

Gd = −g (2.3)

を解くとことにより得られる。ニュートン法は二次収束する。すなわち x∗ を最小値、𝐶
を定数としたときに

‖x(𝑛+1) − x∗‖ ≤ 𝐶‖x(𝑛) − x∗‖2

が成り立つ。二次函数に近ければ、少ない反復回数で収束する。

ニュートン方程式 Equation 2.3を厳密に解くと、ステップ幅は 𝛼 = 1となる。ニュート
ン方程式は二次近似なので 𝛼 = 1に近く、線型探索を省略することもできる。

一方、へシアンを格納するには 𝑛 × 𝑛のメモリが必要となり計算量も 𝑂(𝑛3)と多いので、
大規模な最適化に事実上適用できない。
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2.5 ガウス・ニュートン法

函数が複数の函数の二乗和

𝑓(x) = 1
2

𝑘
∑

𝑖
[𝑓𝑘(x)]2

で表される場合を考える。Equation 2.1はこれに該当する。

残差 𝑓𝑘(x)が線型及び非線型の場合を、それぞれ線型及び非線型最小二乗法問題と呼ぶ。
残差を並べたベクトルを

f = (𝑓1(x) 𝑓2(x) … 𝑓𝑘(x))T

と置き、ヤコビアン
F = 𝜕f

𝜕x
を用いて勾配とへシアンを近似する。

g = FTf

G = FTF

ニュートン方程式 Equation 2.3の解は

d = −G−1g = −(FTF)−1FTf

となる。ガウス・ニュートン法は、二次近似と整合的で、コスト函数のような（非）線型
最小二乗法の定番となる解法である。

2.6 準ニュートン法

準ニュートン法は、ニュートン方程式 Equation 2.3を厳密に解かない方法である。代表
的な BFGS法 Goldfarb (1970)は、反復の中で曲率についての情報を構築して、へシア
ンを明示的に計算することなく勾配で近似する。函数評価と勾配の計算量は 𝑂(𝑛2)であ
り、へシアンの計算量 𝑂(𝑛3)よりも少ない。メモリは 𝑂(𝑛2)必要であるが、𝑂(𝑛)となる
省メモリの L-BFGS法 (Nocedal 1980; Liu and Nocedal 1989)も提案されている。

Nocedal and Stephen J. Wright (2006) に基づいて概要を説明する。

𝑘 + 1回目の反復おけるコスト函数の二次近似を

𝑚𝑘+1(𝑝) = 𝑓𝑘+1 + ∇𝑓T
𝑘+1𝑝 + 1

2
𝑝𝑇𝐵𝑘+1𝑝

と表す。コスト函数とその近似の勾配が 𝑥𝑘+1（𝑝 = 0）及び 𝑥𝑘（𝑝 = −𝛼𝑝𝑘）で成り立つ
とすると、割線条件

𝐵𝑘+1𝑠𝑘 = 𝑦𝑘
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と書ける。ここで 𝑠𝑘 = 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘、𝑦𝑘 = ∇𝑓𝑘+1 − ∇𝑓𝑘 である。𝐵𝑘 が正定値対称行列で
あれば曲率条件

𝑠T
𝑘 𝑦𝑘 > 0

が成り立つ。曲率条件はWolfe条件 Section 2.8.4や強Wolfe条件 Section 2.8.5を満た
せば成立が保証される。

へシアン逆行列に対する割線条件は

𝐻𝑘+1𝑦𝑘 = 𝑠𝑘

と書ける。割線条件と曲率条件を満たす 𝐻𝑘+1 は無数にあるので、一意に定めるために現
在の 𝐻𝑘 と近いものを選ぶと

𝐻𝑘+1 = 𝑉 T
𝑘 𝐻𝑘𝑉𝑘 + 𝜌𝑘𝑠𝑘𝑠T

𝑘 (2.4)

が得られる。ここで 𝑉𝑘 = 𝐼 − 𝜌𝑘𝑦𝑘𝑠T
𝑘 及び 𝜌𝑘 = 1/𝑦T

𝑘 𝑠𝑘 である。これを BFGS公式とい
う。Equation 2.4は階数 2の更新である。準ニュートン法の基本的な発想は、へシアンを
一から計算せずに現在のへシアンを微修正して更新することにある。L-BFGSは、𝐻𝑘 を
明示的に持たずに必要なベクトルを保持するものである。

2.7 共軛勾配法

共軛勾配法（conjugate gradient, CG）は少ないメモリで効率的に数値最適化を行うこと
ができる手法である。ここでは、まず共軛の概念と関連する定理を示した後、互いに共軛
な方向を構成する方法について述べ、共軛勾配法の計算手順を示す。

共軛（きょうやく, conjugacy）は、戦後の漢字制限の下で「共役」と書き換えられた。
「きょうえき」は誤読である。「軛」は車の轅（ながえ）の先端につけて、車を引く牛馬の
後ろにかける横木を指す（スーパー大辞林）。

G: 正定値対称行列、bをベクトル、𝑐をスカラーとすると、xの 2次函数は次のように
表される。

𝐹(x) = 1
2

x𝑇Gx + b𝑇x + 𝑐

二つのベクトル u ≠ 0と v ≠ 0は以下が成り立つときGに関して共軛であると言う。

uTGv = 0

幾何学的には、異なる 𝛾は共通の中心を持つ楕円体の表面を表す。

𝐹(x) = 𝛾
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2.7.1 定理 1

ベクトル d𝑗 が互いに共軛、すなわち全ての 𝑖 ≠ 𝑗について d𝑇
𝑖 Gd𝑗 = 0が成り立つなら

ば、これらのベクトルは線型独立である。。

• Gに関して互いに共軛な 𝑛個の独立なベクトルの組が少なくとも 1組ある-
• Gの固有ベクトルの組はそのような組を構成する。

2.7.2 定理 2

x𝑘 と x𝑘+1 とを 𝐹(x)の最小化において、連続した二つのベクトルとする。もし

1. x𝑘 が d𝑙 方向に 𝐹(x)を最小化する。
2. x𝑘+1 が d𝑚 方向に 𝐹(x)を最小化する。
3. d𝑙 と d𝑚 は共軛方向。

ならば x𝑘+1 は d𝑙 方向にも 𝐹(x)を最小化する。

𝐹(x𝑘)の勾配を

g𝑘 = ∇𝐹(x𝑘)

と表記する。1.と 2.から g𝑘+1d𝑖 = 0及び

dT
𝑙 Gd𝑚 = 0

が 𝑖 = 0, … 𝑙 のそれぞれについて成り立つことが示唆される。2 次函数 𝐹(x) に対して
g(x) = Gx + bなので

g𝑘+1 − g𝑘 = G(x𝑘+1 − x𝑘)

2.から
x𝑘+1 = x𝑘 + 𝛼𝑘d𝑘

で更新を行う。ここでステップ幅 𝛼𝑘 は線型探索（1次元最小化）で求める。

𝐹(x𝑘 + 𝛼𝑘d𝑘) = min
𝛼

𝐹(x𝑘 + 𝛼d)

2.7.3 定理 3

d𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑚 (𝑚 ≤ 𝑛)を互いに共軛な方向とする。
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• 𝐹(x) の大域最小値は任意の初期位置 x0 から有限回の降下計算で求めることがで
きる。

• 降下計算において各 d𝑖 は降下方向として 1回のみ用いられる。

2.7.4 互いに共軛な方向の組を構成する方法

v0, … v𝑛−1 を線型独立なベクトルの組とする。Gについて互いに共軛（G-共軛）な方向
d0, … d𝑛−1 の組は以下の手順で構成できる。

d0 = v0

とおき、連続的に

d𝑖 = v𝑖 +
𝑖−1
∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗d𝑗

と定義する。

係数 𝑎𝑖𝑗 は d𝑖 がこれまでの降下方向 d𝑖−1, d𝑖−2, … , d0 に G-共軛となるように 𝑙 =
0, … , 𝑖 − 1に対して

d𝑇
𝑖 Gd𝑙 = v𝑇

𝑖 Gd𝑙 +
𝑖−1
∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗d𝑇
𝑗 Gd𝑙 = 0

を満たすように選ぶ。これまでの係数 𝑎𝑖𝑗 が d0, … , d𝑖−1 が G-共軛になるように選ばれ
ていれば

d𝑇
𝑗 Gd𝑙 = 0, 𝑗 ≠ 𝑙

なので

𝑎𝑖𝑗 = −
v𝑇

𝑖 Gd𝑗

d𝑇
𝑗 Gd𝑗

, 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1, 𝑗 = 0, … , 𝑖 − 1

が得られる。降下方向の組 d0, … , d𝑛−1 は G-共軛で d0, … , d𝑖 で張られた部分空間と
v0, … , v𝑖 で張られた部分空間とは同一である。

2.7.5 共軛勾配法の計算方法

最初のステップは最急降下方向。
v0 = −g0

更新は
x1 = x0 + 𝛼0d0

で行い、𝛼0 は線型探索で求める。

次の降下方向は

d1 = −g1 + g𝑇
1 Gd0

d𝑇
0 Gd0

d0



32 第 2章 数値最適化

式 (6)より
g1 − g0 = G(x1 − x0) = 𝛼0Gd0

なので (16)はGを用いずに

d1 = −g1 + g𝑇
1 (g1 − g0)

d𝑇
0 (g1 − g0)

d0

と書くことができる。

𝑘 + 1番目のステップは

d𝑘 = −g𝑘 +
𝑘−1
∑
𝑗=0

g𝑇
𝑘Gd𝑗

d𝑇
𝑗 Gd𝑗

d𝑗

または

d𝑘 = −g𝑘 +
𝑘−1
∑
𝑗=0

g𝑇
𝑘(g𝑗+1 − g𝑗)

d𝑇
𝑗 (g𝑗+1 − g𝑗)

d𝑗 (2.5)

と書ける。

d0, … , d𝑘−1 で張られた部分空間と v0, … , v𝑘−1 で張られた部分空間とは同一なので、3.
より

g𝑇
𝑘d𝑗 = 0 𝑗 = 0, … , 𝑘 − 1

及び
g𝑇

𝑘g𝑗 = 0 𝑗 = 0, … , 𝑘 − 1

となることを利用すれば (Equation 2.5)を簡単にすることができる。

d𝑘 = −g𝑘 + 𝛽𝑘d𝑘−1

ここで

𝛽𝑘 = g𝑇
𝑘(g𝑘 − g𝑘−1)

d𝑇
𝑘−1(g𝑘 − g𝑘−1)

g𝑇
𝑘g𝑗 = g𝑇

𝑘d𝑗 = 0, 𝑗 = 0, … , 𝑘 − 1

d𝑘−1 = −g𝑘−1 + 𝛽𝑘−1d𝑘−2

を用いると

𝛽𝑘 = g𝑇
𝑘(g𝑘 − g𝑘−1)
g𝑇

𝑘−1g𝑘−1
= g𝑇

𝑘g𝑘
g𝑇

𝑘−1g𝑘−1

• 最小化の過程で降下方向 d𝑘 を選択するには、現在と一つ前の勾配 g𝑘 と g𝑘−1 及び
一つ前の降下方向 d𝑘−1 の三つのベクトルだけが分かれば良い。𝑛が大きいときに
効果的。

• 𝑛次元の２次函数は最大 𝑛回で収束する。
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2.7.6 Polak–Ribiereアルゴリズム

𝛽𝑘 =
g𝑇

𝑘+1(g𝑘+1 − g𝑘)
g𝑇

𝑘g𝑘

とする。

2次函数では g𝑘+1g𝑘 = 0なので Fletcher–Reevesアルゴリズムに一致する。非線型性や
非厳密線型探索が原因で共軛性が失われると、最適化が停滞する。このとき d𝑘 は g𝑘 と
ほぼ直交する。

g(x𝑘+1) = ∇𝐹(x𝑘+1) ≈ ∇𝐹(x𝑘) = g𝑘

Polak–Ribiereアルゴリズムの 𝛽𝑘+1 は 0に近くなり最急降下方向に向くことで停滞を打
破する。

2.8 線型探索

線型探索では，探索方向 𝑝𝑘 に進む幅 𝛼𝑘 を求める。反復は次の式で与えられる。

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘

• 探索方向 𝑝𝑘 は通常降下方向にとる。𝑝𝑇
𝑘∇𝑓𝑘 < 0

2.8.1 ステップ幅

線型探索では，𝑥𝑘 や 𝑝𝑘 を固定し，最適化の対象を 𝛼に関する 1変数函数と見る。

𝜙(𝛼) = 𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘), 𝛼 > 0

• 最小を厳密に求めるには，多数の函数評価が必要となる。
• なるべく計算コストをかけずに，ある程度 𝑓が減少するような厳密ではない線型探
索を行う。

2.8.2 Armijo条件

十分な減少するように 𝛼を選択する。

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘) ≤ 𝑓(𝑥𝑘) + 𝑐1𝛼𝑘∇𝑓𝑇
𝑘 𝑝𝑘
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• 左辺は線型探索の対象とする 𝜙(𝛼𝑘)
• 右辺は 𝛼𝑘 の 1次函数 𝑙(𝛼𝑘)で，傾き 𝑐1𝛼∇𝑓𝑇

𝑘 𝑝𝑘 は負
• 減少量はステップ幅 𝛼𝑘 及び方向微分 ∇𝑓𝑇

𝑘 𝑝𝑘 に比例
• 𝑐1 ∈ (0, 1)で通常 𝑐1 = 10−4 のような非常に小さい値を用いる。

2.8.3 曲率条件

十分な減少だけでは，ステップ幅が極端に短くなり，最適化が進まないことがある。極端
に短いステップ幅を除くために二つ目の条件として曲率条件を与える。

∇𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘)𝑇𝑝𝑘 ≥ 𝑐2∇𝑓𝑇
𝑘 𝑝𝑘

• 左辺 𝜙′(𝛼)が右辺 𝜙′(0)の 𝑐2 倍以上であるとする条件
– 𝜙′(𝛼𝑘)が大きな負なら，ステップ幅を大きくとったほうが良い。
– あまり大きくない負か正ならこれ以上この方向に進む必要はないので探索を打
ち切る。

• 𝑐2 ∈ (𝑐1, 1)でニュートン法や準ニュートン法では 0.9，共軛勾配法では 0.1が用い
られることが多い。

2.8.4 Wolfe条件

十分な減少と曲率条件を合わせて、Wolfe条件と呼ぶ。

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘) ≤ 𝑓(𝑥𝑘) + 𝑐1𝛼𝑘∇𝑓𝑇
𝑘 𝑝𝑘

∇𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘)𝑇𝑝𝑘 ≥ 𝑐2∇𝑓𝑇
𝑘 𝑝𝑘

ここで 0 < 𝑐1 < 𝑐2 < 1である。

2.8.5 強Wolfe条件

Wolfe条件は最小から離れた点ならどこでも満たされうる。そこで以下の制約を設け、強
Wolfe条件と呼ぶ。

• 𝜙′(𝛼𝑘)が大きな正にならないように制約
• 最小や極小，停留点のから遠いところを排除

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘) ≤ 𝑓(𝑥𝑘) + 𝑐1𝛼𝑘∇𝑓𝑇
𝑘 𝑝𝑘

|∇𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘)𝑇𝑝𝑘| ≤ 𝑐2|∇𝑓𝑇
𝑘 𝑝𝑘|
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以下の条件のときWolfe条件，強Wolfe条件が満たすステップ幅 𝛼𝑘 の区間が存在する。

• 𝑓が連続微分可能
• 𝑓は下に有界
• 0 < 𝑐1 < 𝑐2 < 1
• 𝑝𝑘 が降下方向
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変分法

変分法は Sasaki (1958) により、物理法則による拘束を課す解析手法として提案さ
れ、Talagrand and Courtier (1987) に制御理論に基づく理論的な裏付けがされている。
Lorenc (1986) は、数値天気予報における様々な解析手法を比較し、変分法がベイズ推定
から導かれることを指摘している。ここでは、Tsuyuki and Miyoshi (2007) に基づいて、
変分法データ同化について述べる。

3.1 3次元変分法

3次元変分法同化（3DVar: three-dimensional variational assimilation）は、第一推定値
xf 及び観測 yo が与えらたときに、後験 pdfを最大化するものを解析値 xa とする。

xa = arg max
x

[𝑝(x|xf, yo)]

= arg max
x

[𝑝(xf|x)𝑝(yo|x)𝑝(x)]
(3.1)

ガウス型の pdfを仮定し、負の対数 pdfでコスト函数 𝐽(x)を定義すると、

𝐽(x) = 1
2

(x − xf)TB−1(x − xf) + 1
2

(ℎ(x) − yo)TR−1(ℎ(x) − yo) + 𝐽c(x) (3.2)

となる。ここで、B, Rはそれぞれ背景及び観測誤差共分散行列、ℎ(x)は状態変数を観測
変数に変換する観測演算子である。式 (Equation 3.2)の右辺第一、二項はそれぞれ第一推
定値、観測値からのずれを表す。式 (Equation 3.2)の右辺第三項は、式 (Equation 3.1)
の右辺第三項に対応し、制約項と呼ばれている。

3DVarでは、数値最適化により 𝐽(x)の最小値として解析値 xa を求める。ℎ(x)の接線型
演算子をHで表すと、制約項を無視した解析値は

xa = xf + (B−1 + HTR−1H)−1HTR−1[yo − ℎ(xf)] (3.3)

となる。
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3.2 4次元変分法

4次元変分法同化（4DVar: four-dimensional variational assimilation）では、同化窓と
呼ばれる期間に対するMAP推定を行う。時刻レベル 𝑖 − 1から 𝑖までの数値モデルによ
る予報を

x𝑖 = 𝑀𝑖−1,𝑖(x𝑖−1) 𝑖 = 1, … , 𝑛 (3.4)

で表す。4DVarのコスト函数は

𝐽(x0) = 1
2

(x0 − xf
0)TB−1(x0 − xf

0) + 1
2

𝑛
∑
𝑖=0

(ℎ𝑖(x𝑖) − yo
𝑖 )TR−1

𝑖 (ℎ𝑖(x𝑖) − yo
𝑖 ) + 𝐽c(x0, … , x𝑛)

(3.5)
で表される。予報誤差共分散は、同化窓内において𝑀の接線型演算子Mで時間発展し、
解析値は式 (Equation 3.3)の BをMTBMで置き換えたものとなる。

4DVar では、解析値を効率的に求めるために、𝐽(x0) の勾配を用いた最適化を用いる
(Talagrand and Courtier 1987)。初期値 x0 に対する勾配

p0 = ∇x0
𝐽(x0) (3.6)

を随伴方程式を用いて求める。随伴変数 p𝑛+1 = 0を初期値として、時間逆向きに

p𝑖 = MT
𝑖 p𝑖+1 + 𝜕𝐽

𝜕x𝑖
𝑖 = 𝑛, … , 0 (3.7)

右辺第一項は、接線型モデルMT
𝑖 で一つ前の時間レベルまで、随伴変数を積分すること

表している。以下に随伴モデルの作り方を示す。

3.3 随伴法の理論

随伴法の理論 (Talagrand and Courtier 1987; Talagrand 1991)について述べる。

ヒルベルト空間ℱでの内積を (, )で表す。v → 𝒥(v)は、ℱ上の微分可能な函数とする。
ℱ上の任意の点でℱの微分 𝛿ℱは、内積により vの微分 𝛿vで表すことができる。

𝛿𝒥 = (∇vℱ, 𝛿v) (3.8)

ここで ∇v𝒥は、vについてのℱの勾配で唯一に定まる。ℱが有限次元で正規直交系 𝑣𝑖

で表されるとき、∇vℱの要素は 𝜕𝒥/𝜕𝑣𝑖 となるが、勾配の概念はより一般的なものを表
している。

ℱとは別のヒルベルト空間 ℰでの内積を ⟨, ⟩で表し、Lを ℰからℱへの連続な線型演算
子とする。任意の u ∈ ℰと任意の v ∈ ℱに対して内積が等値である、ℱから ℰへの連続
な線型演算子の L∗ が唯一存在する。
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(v, Lu) = ⟨L∗v, u⟩ (3.9)

L∗ は Lの随伴演算子（adjoint operator）と呼ばれる。ℰとℱが有限次元で正規直交系
座標で表されるとき、L∗ は Lを表す行列の転置（要素が複素数なら共軛転置）である。

必ずしも線型とは限らない、ℰ から ℱ への可能な函数 u → v = G(u) を考えると、
𝒥(v) = 𝒥[G(u)]は uの合成函数となる。uの微分は Equation 3.8、𝛿vの微分は

𝛿v = G′𝛿u (3.10)

で与えられる。ここでG′はGを微分した ℰからℱへの線型演算子である。Equation 3.10
を Equation 3.8に代入し、Gの随伴G′∗ を導入すると

𝛿𝒥 = (∇v𝒥, G′𝛿u) = ⟨G′∗∇v𝒥, 𝛿u⟩

が得られる。勾配の定義により、𝒥の uについての勾配 ∇u𝒥は

∇u = G′∗∇v𝒥 (3.11)

Equation 3.11は制御理論における随伴方程式の基本であり、数値的に ∇u𝒥を計算する
非常に効率的な方法を与える。ここでは、u → v = G(u)を想定しているので、vは uの
明示的ではあるが複雑な関数になっているため、計算可能な ∇u𝒥の解析的な式を得るこ
とは困難である。∇u𝒥の数値的に見積もるために、uの各要素に摂動を加えて、それぞれ
の摂動に対して v = G(u)を計算するのは、大次元では現実的ではない。Equation 3.11
が示しているのは、与えられたwに対してG′∗wを計算するプログラムがあれば、∇u は
∇v から容易に計算できるということである。∇v 自体は 𝒥 が v の簡単な函数であれば
容易に求めることができる。て G′∗wの計算は、G(u)を計算と同程度の複雑さであり、
v = G(u)を計算して ∇v𝒥を求め、Equation 3.11により最終的に ∇u を求める計算は
G(u)の 2〜3倍程度であり、直接明示的に uの各要素に摂動を与えるよりも大幅に計算
量を削減できる。

3.4 随伴モデル

次の形の常微分方程式を考える。

dw
d𝑡

= 𝑁(w) + Lw + f (3.12)

状態変数を w、非線型項を 𝑁(w)、線型項を Lw、強制を f で表している。状態変
数に摂動を与えた w + 𝛿w を (Equation 3.12) に代入し、摂動の時間発展 d𝛿w/d𝑡 =
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d(w + 𝛿w)/d𝑡 − dw/d𝑡を求めると接線型モデル（TLM: tangent linear model）が得ら
れる。

d𝛿w
d𝑡

= ( 𝜕𝑁
𝜕w ∣

w
+ L) 𝛿w (3.13)

ここで、摂動 𝛿wが微小であると仮定し、その二次以上の項を無視した。強制項 fは TLM
にはない。

𝜕𝑁/𝜕w|w + Lを改めて Lと置き、入力 𝛿w及び出力 ̇𝛿w = d𝛿w/d𝑡を縦に並べたベクト
ルを用いて行列形式で表す。

[𝛿w
̇𝛿w] = [I 0

L 0] [𝛿w
̇𝛿w] (3.14)

つまり
𝛿w = 𝛿w

̇𝛿w = L𝛿w

である。随伴変数をwaとすると、(Equation 3.14)の随伴モデル（ADM, adjoint model）は

[wa

̇wa] = [I LT

0 0 ] [wa

̇wa] (3.15)

と表すことができる。すなわち、

wa = wa + LT ̇wa

̇wa = 0

である。 ̇wa = 0も ADMの一部であり、忘れるとバグの原因となりうる。

3.5 随伴モデルの作成

上述のように、TLMが行列 Lで表せる場合は、ADMはその転置 LT を取ればよい。明
示的に行列で表さなくても、TLMのソースコードを行毎に逆順にたどりながら ADMを
作成することもできる。ここでは、後で用いる、いくつかの簡単な操作に対する随伴を求
める。

3.5.1 代入

代入 𝐴 = 𝐵の接線型は
[𝛿𝐵
𝛿𝐴] = [1 0

1 0] [𝛿𝐵
𝛿𝐴] (3.16)

で、その随伴は
[𝐵a

𝐴a] = [1 1
0 0] [𝐵a

𝐴a] (3.17)
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つまり
𝐵a = 𝐴a + 𝐵a

𝐴a = 0

である。

3.5.2 係数を掛けて和を取る操作

代入 𝐶 = 𝛼𝐴 + 𝛽𝐵 + 𝛾𝐷の接線型は

⎡
⎢⎢
⎣

𝛿𝐴
𝛿𝐵
𝛿𝐷
𝛿𝐶

⎤
⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢
⎣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
𝛼 𝛽 𝛾 0

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝛿𝐴
𝛿𝐵
𝛿𝐷
𝛿𝐶

⎤
⎥⎥
⎦

(3.18)

で、その随伴は

⎡
⎢⎢
⎣

𝐴a

𝐵a

𝐷a

𝐶a

⎤
⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢
⎣

1 0 0 𝛼
0 1 0 𝛽
0 0 1 𝛾
0 0 0 0

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝐴a

𝐵a

𝐷a

𝐶a

⎤
⎥⎥
⎦

(3.19)

つまり
𝐴a = 𝐴a + 𝛼𝐶a

𝐵a = 𝐵a + 𝛽𝐶a

𝐷a = 𝐷a + 𝛾𝐶a

𝐶a = 0

である。

3.5.3 ループ

TLMの最後の行から逆順に ADMを作る。ループは添字を逆に回す。𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑚, 1 ≤
𝑗 ≤ 𝑚に対して

𝛿𝑥𝑗 = 𝑐1𝛿𝑥1 + 𝑐2𝛿𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑖𝑥𝑖 + ⋯ + 𝑐𝑚𝛿𝑥𝑚 (3.20)

の随伴は

𝑥a
𝑚 = 𝑥a

𝑚 + 𝑐𝑚𝑥a
𝑗

⋮
𝑥a

𝑖 = 𝑥a
𝑖 + 𝑐𝑖𝑥a

𝑗

⋮
𝑥a

2 = 𝑥a
2 + 𝑐2𝑥a

𝑗

𝑥a
1 = 𝑥a

1 + 𝑐1𝑥a
𝑗

𝑥a
𝑗 = 𝑐𝑗𝑥a

𝑗

(3.21)
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TLM の行の右辺に現れる摂動変数 𝛿𝑥𝑖 に対応して、ADM の行では随伴変数 𝑥a
𝑖 が左辺

に現れる。𝑥a
𝑖 には 𝑥a

𝑖 自身に係数 𝑐𝑖 と TLMの左辺に現れる摂動変数の随伴 𝑥a
𝑗 との積を

加えたものになる。左辺の変数と右辺の変数が場所が入れ替わっている。𝑥a
𝑗 は最後に現

れる。𝑐𝑗 = 0の場合のように、TLMの右辺に 𝑥a
𝑗 がない場合でも、𝑥a

𝑗 に 0を割り当てな
いと、他の部分でエラーを引き起こしうる。

ADMにおける変分演算は、微分演算とは異なり、ある時刻における状態ベクトル全体に
対する摂動なので、状態ベクトルの一部が変化しないからといって、それを省略したもの
は ADMとしては正しくない。

3.6 Lorenz-63モデル

Lorenz (1963) のモデル（以下 Lorenz-63）は熱対流を理想化したモデルで，パラメタ次
第でカオスにふるまう。Lorenz-63は次の 3変数の常微分方程式で表される。

𝑋̇ = −𝜎𝑋 + 𝜎𝑌
̇𝑌 = −𝑋𝑍 + 𝑟𝑋 − 𝑌
̇𝑍 = 𝑋𝑌 − 𝛽𝑍

パラメタ 𝜎, 𝑟, 𝛽はそれぞれ Prandtl数，変形された Rayleigh数，アスペクト比を表す。
予報変数𝑋, 𝑌 , 𝑍はそれぞれ無次元化された対流の強さ，最大温度差，対流に伴う成層の
変化を表す。左辺の変数の上の ⋅は時間微分 d/d𝑡を表す記号である。

x = (1, 3, 5)（青）及び x = (1.1, 3.3, 5.5)（橙）から無次元時刻 10まで積分した結果の
3次元可視化結果を示す。回転や拡大縮小（右クリック）ができる。

../../../../private/var/folders/zr/fsq4_0pj2fsc52c5bbf1z9x80000gn/T/Rtmp-
gyzzA4/file5bfb5bb33ad9.png

Lorenz-63の随伴モデルの作成方法は Huang and Yang (1996) に詳述されている。この
報告書や tenomoto/l63vdaでは時間積分に Euler法が用いられているが、4次の Runge-
Kutta法（RK4）を用いると、より安定するので、パラメタ 𝑟を大きめにする。青い実線
及び破線は、時間積分に RK4 を用いて x = (1, 3, 5) 及び (1.1, 3.3, 5.5) から積分したも
ので、橙色の実線及び破線は Euler法で x = (1, 3, 5)及び (1.1, 3.3, 5.5)から積分したも
のである。点線は報告書に掲載されている同じ設定とよく一致している。RK4を用いる
と、解は安定していて初期値の差が現れるのが遅い。

https://github.com/tenomoto/l63vda
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Lorez-63の接線型モデルは次のように書ける。

̇𝛿𝑋 = −𝜎𝛿𝑋 + 𝜎𝛿𝑌
̇𝛿𝑌 = −𝛿𝑋𝑍 − 𝑋𝛿𝑍 + 𝑟𝛿𝑋 − 𝛿𝑌
̇𝛿𝑍 = 𝛿𝑋𝑌 + 𝑋𝛿𝑌 − 𝑏𝛿𝑍

⎡
⎢
⎣

𝛿𝑋̇
𝛿 ̇𝑌
𝛿 ̇𝑍

⎤
⎥
⎦

= ⎡⎢
⎣

−𝜎 𝜎 0
𝑟 − 𝑍 −1 −𝑋

𝑌 𝑋 −𝛽
⎤⎥
⎦

⎡⎢
⎣

𝛿𝑋
𝛿𝑌
𝛿𝑍

⎤⎥
⎦

随伴モデルは行列を転置して次のように書ける。

⎡⎢
⎣

𝑋a

𝑌 a

𝑍a

⎤⎥
⎦

= ⎡⎢
⎣

𝑋a

𝑌 a

𝑍a

⎤⎥
⎦

+ ⎡⎢
⎣

−𝜎 𝑟 − 𝑍 𝑌
𝜎 −1 𝑋
0 −𝑋 −𝛽

⎤⎥
⎦

⎡
⎢
⎣

𝑋̇a

̇𝑌 a

̇𝑍a

⎤
⎥
⎦

ここで、(𝑋a, 𝑌 a, 𝑍a)T は随伴変数を表す。つまり

𝑋a = 𝑋a − 𝜎 ̇𝛿𝑋
a

+ (𝑟 − 𝑍) ̇𝑌 a + 𝑌 ̇𝑍a

𝑌 a = 𝑌 a + 𝜎𝑋̇a − ̇𝑌 a + 𝑋 ̇𝑍a

𝑍a = 𝑍a − 𝑋 ̇𝑌 a − 𝑏 ̇𝑍a

となる。
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3.7 Lorenz-96モデル

Lorenz-96モデル (Lorenz and Emanuel 1998)

d𝑋𝑖
d𝑡

= (𝑋𝑖+1 − 𝑋𝑖−2)𝑋𝑖−1 − 𝑋𝑖 + 𝐹 (3.22)

の TLMと ADMを作る。非線型項を 𝑁(𝑋) = (𝑋𝑖+1 − 𝑋𝑖−2)𝑋𝑖−1 を線型化するには、
掛け算の一方を順に摂動に置き換えるか、

𝜕𝑁
𝜕𝑋𝑖−2

= −𝑋𝑖−1

𝜕𝑁
𝜕𝑋𝑖−1

= 𝑋𝑖+1 − 𝑋𝑖−2

𝜕𝑁
𝜕𝑋𝑖+1

= 𝑋𝑖−1

(3.23)

のように微分を計算すれば、次のように求められる。

d𝛿𝑋𝑖
d𝑡

= −𝑋𝑖−1𝛿𝑋𝑖−2 + (𝑋𝑖+1 − 𝑋𝑖−2)𝛿𝑋𝑖−1 + 𝑋𝑖−1𝛿𝑋𝑖+1 − 𝛿𝑋𝑖 (3.24)

(Equation 3.15)に基づいて、随伴モデルを作る。(Equation 3.24)の右辺が表す Lの随
伴 LT は、𝛿𝑋 の添字が 𝑖 となる行における係数を考えればよい。右辺第 1、2、3 項の
𝛿𝑋𝑖−2, 𝛿𝑋𝑖−1, 𝛿𝑋𝑖+1 なので、それぞれ +2, +1, −1加えれば 𝑖行目になる。さらに、左
辺の変数（時間微分）と右辺の変数を入れ替え LT ̇wa が得られる。

L96の随伴モデルを書き下すと

𝑋a
𝑖 = 𝑋a

𝑖 − 𝑋𝑖+1
d𝑋a

𝑖+2
d𝑡

+ (𝑋𝑖+2 − 𝑋𝑖−1)
d𝑋a

𝑖+1
d𝑡

+ 𝑋𝑖−2
d𝑋a

𝑖−1
d𝑡

− d𝑋a
𝑖

d𝑡
(3.25)

及び
d𝑋a

𝑖
d𝑡

= 0

となる。

3.8 拡散方程式

1次元の拡散方程式

𝜕𝑢
𝜕𝑡

= 𝜎𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

を差分で離散化して、接線型モデルと随伴モデルを導出する (Kalnay 2003)。

時刻（𝑡、添字 𝑘）方向に前方、空間（𝑥、添字 𝑖）方向に中央差分すると



3.8 拡散方程式 45

𝑢𝑘+1
𝑖 = 𝑢𝑘

𝑖 + 𝛼(𝑢𝑘
𝑖+1 − 2𝑢𝑘

𝑖 + 𝑢𝑘
𝑖−1) (3.26)

ここで 𝛼 = 𝜎Δ𝑡/Δ𝑥2 である。

拡散方程式は線型なので、𝑢 = 𝑢b + 𝛿𝑢のように基本場と摂動に分けると、接線型モデル
は Equation 3.26の変数を摂動に置き換えて次のように書ける。

𝛿𝑢𝑘+1
𝑖 = 𝛿𝑢𝑘

𝑖 + 𝛼(𝛿𝑢𝑘
𝑖+1 − 2𝛿𝑢𝑘

𝑖 + 𝛿𝑢𝑘
𝑖−1)

= (𝛼 1 − 2𝛼 𝛼) ⎛⎜
⎝

𝛿𝑢𝑘
𝑖−1

𝛿𝑢𝑘
𝑖

𝛿𝑢𝑘
𝑖+1

⎞⎟
⎠

(3.27)

上式に現れる変数を列ベクトルで表し、行列ベクトル積で表すと次のようになる。

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝛿𝑢𝑘
𝑖−1

𝛿𝑢𝑘
𝑖

𝛿𝑢𝑘
𝑖+1

𝛿𝑢𝑘+1
𝑖

⎞⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
𝛼 1 − 2𝛼 𝛼 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝛿𝑢𝑘
𝑖−1

𝛿𝑢𝑘
𝑖

𝛿𝑢𝑘
𝑖+1

𝛿𝑢𝑘+1
𝑖

⎞⎟⎟⎟
⎠

(3.28)

摂動をベクトル 𝛿u𝑘 で表すと

( 𝛿u𝑘

𝛿u𝑘+1) = (I 0
L 0) ( 𝛿u𝑘

𝛿u𝑘+1)

と表すことができる。ここで Iは単位行列で Lは、境界条件に合わせた（準）三重対角行
列になる。例えば周期境界条件の場合

L =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 − 2𝛼 𝛼 0 … 0 0 𝛼
𝛼 1 − 2𝛼 𝛼 0 … 0 0
0 𝛼 1 − 2𝛼 𝛼 0 … 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 … 0 𝛼 1 − 2𝛼 𝛼 0
0 … 0 0 𝛼 1 − 2𝛼 𝛼
𝛼 0 0 … 0 𝛼 1 − 2𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Equation 3.28を転置すると、随伴モデル

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝛿∗𝑢𝑘
𝑖−1

𝛿∗𝑢𝑘
𝑖

𝛿∗𝑢𝑘
𝑖+1

𝛿∗𝑢𝑘+1
𝑖

⎞⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 𝛼
0 1 0 1 − 2𝛼
0 0 1 𝛼
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝛿∗𝑢𝑘
𝑖−1

𝛿∗𝑢𝑘
𝑖

𝛿∗𝑢𝑘
𝑖+1

𝛿∗𝑢𝑘+1
𝑖

⎞⎟⎟⎟
⎠

(3.29)

あるいは

( 𝛿∗u𝑘

𝛿∗u𝑘+1) = (I L
0 0) ( 𝛿u𝑘

𝛿u𝑘+1)
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となる。この例では L∗ = Lである。

Equation 3.29を書き下すと

𝛿∗𝑢𝑘
𝑖−1 = 𝛿∗𝑢𝑘

𝑖−1 + 𝛼𝛿∗𝑢𝑘+1
𝑖

𝛿∗𝑢𝑘
𝑖 = 𝛿∗𝑢𝑘

𝑖 + (1 − 2𝛼)𝛿∗𝑢𝑘+1
𝑖

𝛿∗𝑢𝑘
𝑖+1 = 𝛿∗𝑢𝑘

𝑖+1 + 𝛼𝛿∗𝑢𝑘+1
𝑖

𝛿∗𝑢𝑘+1
𝑖 = 0

となる。𝑘 + 1における摂動の更新（0にする）は最後に行う。

𝑢のフーリエ変換と逆変換を

𝑢𝑚 = 1√
2𝜋

∫
2𝜋

0
𝑢(𝑥) exp(−𝑖𝑚𝑥)d𝑥

𝑢(𝑥) = 1√
2𝜋

∞
∑
−∞

𝑢𝑚 exp(𝑖𝑚𝑥)

とすると、2階微分は次のように書ける。

𝜕2𝑢
𝜕𝑥2 = − 𝑚2

√
2𝜋

∞
∑
−∞

𝑢𝑚 exp(𝑖𝑚𝑥)

拡散方程式は波数空間で次のように表される。

u𝑘+1 = 𝛼u𝑘

ここで、𝛼 = 1 − 𝜎𝑚2Δ𝑡である。

接線型モデルは
𝛿u𝑘+1 = 𝛼𝛿u𝑘

( 𝛿u𝑘

𝛿u𝑘+1) = (I 0
L 0) ( 𝛿u𝑘

𝛿u𝑘+1)

となる。ここで L = 𝛼Iである。

随伴モデルは
( 𝛿∗u𝑘

𝛿∗u𝑘+1) = (I L
0 0) ( 𝛿∗u𝑘

𝛿∗u𝑘+1)

すなわち

𝛿∗u𝑘 = (I + L)𝛿∗u𝑘+1 = (1 + 𝛼)I𝛿∗u𝑘+1

𝛿∗u𝑘+1 = 0

となる。



3.9 4次の Runge-Kutta法 47

3.9 4次の Runge-Kutta法

̇𝑦 = 𝑓(𝑡, 𝑦) (3.30)

を 4次の Runge-Kutta（RK4）法で積分する。

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ
6

(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)

𝑘1 = 𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛)

𝑘2 = 𝑓 (𝑡𝑛 + ℎ
2

, 𝑦𝑛 + ℎ
2

𝑘1)

𝑘3 = 𝑓 (𝑡𝑛 + ℎ
2

, 𝑦𝑛 + ℎ
2

𝑘2)

𝑘4 = 𝑓(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑘3)

(3.31)

𝑘の係数は Butcherの表 (Butcher and Wanner 1996)

c A
bT (3.32)

に整理できる。𝑠次の陽的 Runge-Kutta法は

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ
𝑠

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑘𝑖

𝑘𝑖 = 𝑓(𝑡𝑛 + 𝑐𝑖ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ
𝑖−1
∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑗)

と書ける。Aは対角成分が 0である下三角行列になる。

RK4に対する Butcherの表は次のようになる。

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

(3.33)

RK4の接線型は次の通りである。

𝛿𝑦𝑛+1 = 𝛿𝑦𝑛 + ℎ
6

(𝛿𝑘1 + 2𝛿𝑘2 + 2𝛿𝑘3 + 𝛿𝑘4)

𝛿𝑘1 = 𝛿𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛, 𝛿𝑦𝑛)

𝛿𝑘2 = 𝛿𝑓 (𝑡𝑛 + ℎ
2

, 𝑦𝑛 + ℎ
2

𝑘1, 𝛿𝑦𝑛 + ℎ
2

𝛿𝑘1)

𝛿𝑘3 = 𝛿𝑓 (𝑡𝑛 + ℎ
2

, 𝑦𝑛 + ℎ
2

𝑘2, 𝛿𝑦𝑛 + ℎ
2

𝛿𝑘2)

𝛿𝑘4 = 𝛿𝑓(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑘3, 𝛿𝑦𝑛 + ℎ𝛿𝑘3)

(3.34)
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ここで 𝛿𝑓 = 𝜕𝑓/𝜕𝑦は接線型モデルである。𝛿𝑘1, 𝛿𝑘2, 𝛿𝑘3, 𝛿𝑘4 は出力しないので、𝛿𝑦を
更新した後

𝛿k ≡ [𝛿𝑘1, 𝛿𝑘2, 𝛿𝑘3, 𝛿𝑘4]T = 0

と置くと、行列形式では
[𝛿k

𝛿𝑦] = [ 0 0
ℎbT 1] [𝛿k

𝛿𝑦] (3.35)

となる。

随伴は
[ka

𝑦a] = [0 ℎb
0 1 ] [ka

𝑦a] (3.36)

つまり、𝑘a
1 = ℎ𝑦a/6, 𝑘a

2 = ℎ𝑦a/3, 𝑘a
3 = ℎ𝑦a/3, 𝑘a

4 = ℎ𝑦a/6と初期化される。

𝐿を線型演算子、𝛼をスカラ係数として 𝐶 = 𝐿(𝐴 + 𝛼𝐵)は

⎡⎢
⎣

𝐴
𝐵
𝐶

⎤⎥
⎦

= ⎡⎢
⎣

1 0 0
0 1 0
𝐿 𝛼𝐿 0

⎤⎥
⎦

⎡⎢
⎣

𝐴
𝐵
𝐶

⎤⎥
⎦

と書けるので、その随伴は

⎡⎢
⎣

𝐴a

𝐵a

𝐶a

⎤⎥
⎦

= ⎡⎢
⎣

1 0 𝐿T

0 1 𝛼𝐿T

0 0 0
⎤⎥
⎦

⎡⎢
⎣

𝐴a

𝐵a

𝐶a

⎤⎥
⎦

つまり 𝐴a = 𝐴a + 𝐿𝐶a, 𝐵a = 𝐵a + 𝛼𝐿𝐶a, 𝐶a = 0 である。これを用いると RK4の随
伴は次の順序で計算される。

𝑓a
4 ≡ 𝑓a(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑘3, 𝑘a

4)
𝑦a = 𝑦a + 𝑓a

4

𝑘a
3 = 𝑘a

3 + ℎ𝑓a
4

𝑘a
4 = 0

𝑓a
3 ≡ 𝑓a (𝑡𝑛 + ℎ

2
, 𝑦𝑛 + ℎ

2
𝑘2, 𝑘a

3)

𝑦a = 𝑦a + 𝑓a
3

𝑘a
2 = 𝑘a

2 + ℎ
2

𝑓a
3

𝑘a
3 = 0

𝑓a
2 ≡ 𝛿𝑓a (𝑡𝑛 + ℎ

2
, 𝑦𝑛 + ℎ

2
𝑘1, 𝑘a

2)

𝑦a = 𝑦a + 𝑓a
2

𝑘a
1 = 𝑘a

1 + ℎ
2

𝑓a
2

𝑘a
2 = 0

𝑦a = 𝑦a + 𝑓a(𝑡𝑛, 𝑦𝑛, 𝑘a
1)

𝑘a
1 = 0
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3.10 接線型及び随伴の動作確認

接線型は
𝑁(w + Δw) − 𝑁(w) ≈ L(w)Δw (3.37)

が近似的に成り立つことを確認する。ここで 𝑁 は非線型モデル、Lは接線型モデル、w
は状態、Δwは摂動を表す。精度はwにおける𝑁の非線型の強さや摂動Δwの振幅に依
存する。

随伴は
(L(w)Δw)T(L(w)Δw) = ΔwT[L(w)T(L(w)Δw)] (3.38)

が成り立つことを確認する。厳密に成り立つか、機械精度以下の誤差（下 1〜2桁の差異）
でなければバグが存在していることを示す。
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アンサンブルカルマンフィルタ

この章では、アンサンブルカルマンフィルタについて述べる。

4.1 カルマンフィルタ

Section 1.6 で求めた解析の式は、

xa = xb + K(yo − Hxb)

と書くことができる。ここで

K = BHT(HBHT + R)−1 (4.1)

はカルマンゲインである。

カルマンゲインを用いると、解析誤差共分散 Section 1.6 は

Pa = (I − KH)B(I − KH)T + KRKT = (I − KH)B (4.2)

となり、背景誤差共分散よりも縮小する。

4.2 アンサンブルカルマンフィルタ

アンサンブルカルマンフィルタ（EnKF: Ensemble Kalman Filter Evensen (1994)）で
は背景誤差共分散 Bをモデル予報のアンサンブルからの標本共分散 Pb で近似する。
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̄xb = 1
𝑘

𝑘
∑
𝑖=1

xb
𝑖

Pb = 1
𝑘 − 1

𝑘
∑
𝑖=1

(xb
𝑖 − x̄b)(xb

𝑖 − x̄b)T

(4.3)

同様に解析値の平均と誤差共分散は次の式で定義される。

̄xa = 1
𝑘

𝑘
∑
𝑖=1

xa
𝑖

Pa = 1
𝑘 − 1

𝑘
∑
𝑖=1

(xa
𝑖 − x̄a)(xa

𝑖 − x̄a)T

(4.4)

EnKFの更新式は次のように書ける。

x̄a = x̄b + K(ȳo − Hx̄b)

x′a = x′b + ̃K(y′o − Hx′b)
(4.5)

ここで、y′o は観測誤差の確率密度分布からランダムに選んだ摂動、 ̃Kは偏差の更新に用
いるカルマンゲインである。EnKFでは ̃K = Kを用い、(y′o は観測誤差の確率密度分布
からランダムに抽出する。これを摂動観測法 (PO: Perturbed Observations, Burgers et
al. 1998; Houtekamer and Mitchell 1998)と呼ぶ (Section 4.5)。

全てのアンサンブルメンバーが同じ観測を同化すると y′o = 0となるので解析誤差共分散
は Equation 4.5 より

Pa = (I − KH)Pb(I − KH)T (4.6)

となる。

Equation 4.2 と比較すると Equation 4.6 は、KRKT の項がなく、I − KH倍、解析誤
差共分散が過小評価されている。

観測誤差が y′o ≠ 0の場合，解析誤差共分散は次のようになる。

Pa = (I − KH)Pb(I − KH)T

+ K (y′y′T − Hx′by′T − y′x′bTHT) KT

+ x′by′TKT + Ky′x′bT

(4.7)

観測ノイズが R = 𝐸 (y′y′T) で与えられ，𝐸 (x′by′T) = 0 ならば Pa の期待値は
Equation 4.2 と等しくなる。
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4.3 解析誤差共分散推定に対する標本誤差の影響

有限のアンサンブル数では，背景誤差共分散の推定において標本誤差が生じる。観測誤差
に摂動を与えると，観測誤差共分散にも標本誤差が含まれる。これらの誤差が解析誤差共
分散にどのように影響を与えるか簡単な実験で示す (Whitaker and Hamill 2002)。摂動
観測法ありとなし（解析誤差共分散を Equation 4.2 で計算）とを比較する。

• 状態ベクトル xb 及び観測 y
• xb と yとは同じ量つまりH = 1
• 試行回数 1,000,000回
• アンサンブルメンバー数 5
• xb 正規分布 𝑁(0, 1)からランダムに選ぶ。
• 背景誤差分散は自由度 4の 𝜒2 分布で平均は 1
• 観測誤差分散 1の EnKFでは観測を 𝑁(0, 1)から選択し平均 0分散 1となるよう
に調整する。

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.
00

0.
02

0.
04

variance
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tiv
e 
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eq

ue
nc

y Pb
Pa
Pa PO

Figure4.1: 背景及び解析誤差共分散の確率密度分布

背景誤差共分散（Figure 4.1 黒）は 𝜒2 分布に従う。観測を同化すると，小さい値の振幅
が大きくなり分散は小さくなる（青）。摂動観測法の解析誤差分散（橙）は小さい値の確
率が高い。

Equation 4.1 と Equation 4.2 より解析誤差共分散は背景誤差共分散に非線型に依存する
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ことが分かる。
Pa = (1 − K)Pb = (1 − Pb

Pb + R) Pb

観測に対する摂動の有無は関係なく、標本誤差のため Pb は確率変数であるため，Pa も
確率変数である。Pb = 1に対する Pa の期待値は 0.5であるが，Pa の平均は約 0.44で
ある。Pb にバイアスがなくても、Pa にバイアスが生じるのは同系交配（inbreeding）の
影響である (Houtekamer and Mitchell 1998)。

非線型性に起因す誤差分散の過小バイアスは、アンサンブル数を増やすと減少する。Pb

が平均の周りに狭く対称に分布し，カルマンゲインで非線型変換された Pa も対称に近づ
くためである。

観測摂動法 EnKFに対しては，Equation 4.7 で与えられる解析誤差分散 Pa
PO は，この

実験において以下のように簡単になる。

Pa
PO = (1 − K)2Pb⏟⏟⏟⏟⏟

𝜁1

+ K2R⏟
𝜁2

+ 2Ky′x′b(1 − K)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝜁3

Pa
PO の平均は Pa と同じになるが、標本誤差の影響で分布は幅広く，誤差は大きくなる。

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

−
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Figure4.2: 摂動観測法における背景と観測の偽相関

𝜁1 + 𝜁2 が大きくなると 𝜁3 の分散が大きくなる。ノイズ 𝜁3 は 𝜁1 + 𝜁2 が大きくなるほど分
布を両側に広げるために，Pa

PO の分布が左に歪む。
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4.4 単一観測の同化

個々の観測が独立であれば、Rは対角で、一要素ずつ順番に同化しても結果は変わらない
(Anderson 2003)。これを利用して、演算を簡略化し、同化を 2段階で行う。

1. 単一の測定値をアンサンブル予報から推定した観測変数に同化し、インクリメント
（変化量）Δ𝑦𝑖 を求める。ここで 𝑖はアンサンブルの番号 𝑖 = 1, … 𝑁。

2. 各状態変数の各アンサンブル標本について、対応するインクリメントを線型回帰で
求める。状態変数及び観測変数との間に、先験関係がガウス分布であることを仮定
し、最小二乗法で直線を当てはめている。非線型であることも考えられる観測演算
子に対して、線型化を施し逆函数を求めていることに相当する。

𝑦の変化に対する 𝑥の変化の回帰は次のように書ける。

Δ𝑥 = cov(𝑥, 𝑦)
var(𝑦)

Δ𝑦 (4.8)

長さ 𝑛の状態ベクトル x及び、それから求めた長さ𝑚の観測相当量 y = ℎ(x)を結合し
た長さ 𝑘 + 𝑚のベクトル

z = [ x
ℎ(x)]

を考える。これを結合状態・観測空間とよぶ。その共分散は

Σa = [Σ−1
f + HTR−1H]−1 (4.9)

アンサンブル平均は
̄za = Σa[Σ−1

f ̄zf + HTR−1yo] (4.10)

と表される。

1個のスカラー観測に対しては、Σf, Σa の左上から 𝑛 × 𝑛の部分は、それぞれ Pf, Pa で
あり、𝑘列目は変数間の共分散 sf, sa、sf

𝑘 = 𝑠f, sa
𝑘 = 𝑠a は yf = ℎ(xf), ya = ℎ(xa)の分

散を表す。線型演算子H = [0 0 … 1]は最後の要素 𝑦を取り出す 1 × 𝑘の行列であ
る。観測誤差共分散行列Rはスカラーの分散 𝑟で表される。

式 (Equation 4.9), (Equation 4.10)はそれぞれ、

Σa = (I − 1
𝑟 + 𝑠f Σ0𝑘

f ) Σf, (4.11)

Δz̄ = za − zf = 𝑦o − ̄𝑦f

𝑟 + 𝑠f sf (4.12)
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と簡単になる。ここで

Σ0𝑘
f = ΣfHTH

は、Σf の 1から 𝑛列目を 0とし、𝑘列目だけを残した行列である。観測変数の分散は

𝑠a = 1
1/𝑠f + 1/𝑟

= 𝑠f𝑟
𝑠f + 𝑟

(4.13)

解析値は

̄𝑦a = 𝑠a( ̄𝑦f/𝑠f + 𝑦o/𝑟) = 1
𝑠f + 𝑟

(𝑟 ̄𝑦f + 𝑠f𝑦o) (4.14)

観測変数のインクリメントは

Δ ̄𝑦 = ̄𝑦a − ̄𝑦f = 𝑠f

𝑠f + 𝑟
(𝑦o − ̄𝑦f) (4.15)

となる。一方、状態変数は

Δ ̄𝑥 = ̄𝑥a − ̄𝑥f = [𝑠f
1, … , 𝑠f

𝑛]T

𝑠f + 𝑟
(𝑦o − ̄𝑦f) = [𝑠f

1, … , 𝑠f
𝑛]T

𝑠f + 𝑟
Δ ̄𝑦 (4.16)

となる。これは、それぞれの状態変数に対する線型回帰 (Equation 4.8)に他ならない。

4.5 摂動法

確率的（stochastic）もしくはモンテルカルロ法に基づくアンサンブルカルマンフィルタ
(Evensen 1994; Houtekamer and Mitchell 1998; Burgers et al. 1998)では、観測に摂
動を加えるため摂動法（PO: perturbed observation）と呼ばれている。Vetra-Carvalho
et al. (2018) は、観測 𝑦o には測定誤差があり、それに伴う確率分布を持っているので、
予測の観測推定量 yに摂動を加えると解釈する方が適切であるとしているが、ここでは前
者に従い、平均と分散が 𝑦o, 𝑟となる正規分布で誤差を与える。

yo ∼ 𝑁(𝑦o, 𝑟)

各メンバーに対して線型回帰 (Equation 4.16)を適用して解析値を求める。
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4.6 アンサンブル平方根フィルタ

観測に摂動を与えることに伴う標本誤差 (Whitaker and Hamill 2002) を回避するア
ンサンブル平方根フィルタ（EnSRF: ensemble square-root filter）が複数考案された
(Anderson 2001; Bishop et al. 2001; Whitaker and Hamill 2002; Tippett et al. 2003)。
ここでは、スカラー観測を逐次に同化するアンサンブル調節カルマンフィルタ (EAKF:
ensemble adjustment filter, Anderson 2003)について述べる。

アンサンブル平均からの偏差を 𝛿で表す。観測変数の予報分散は 𝑠f、解析分散は (Equa-
tion 4.13)なので、その比

𝛼 = √ 𝑟
𝑟 + 𝑠f (4.17)

を用いると、メンバー 𝑖の解析インクリメントは

𝛿y𝑖 = 𝛿ya
𝑖 − 𝛿yf

𝑖 = (𝛼 − 1)𝛿yf
𝑖 (4.18)

となる。摂動のインクリメントは、線型回帰により

Δz𝑖 = sf

𝑠f Δy𝑖 = sf

𝑠f (𝛼 − 1)𝛿yf
𝑖 (4.19)

平均のインクリメント (Equation 4.12)を加えてアンサンブルを更新する。

za
𝑖 = zf

𝑖 + sf

𝑟 + 𝑠f (𝑦o − ̄𝑦f) + sf

𝑠f (𝛼 − 1)(yf
𝑖 − ̄𝑦f) (4.20)

4.7 決定論的アンサンブルカルマンフィルタ

通常、背景場に対する修正が微小である。このことに着目し平方根フィルタを線型近似
したものが、決定論的アンサンブルカルマンフィルタ (DEnKF: deterministic EnKF,
Sakov and Oke 2008) である。

KHが小さいとき、アンサンブルカルマンフィルタの解析誤差共分散 Equation 4.6 は次
のように書ける。

Pa = Pb − 2KHPb + KHPbHTKT ≈ (I − 2KH)Pb (4.21)

ここで

PbHTKT = PbHT(HPbHT + R)−1HPb = KHPb

を用いた。
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Equation 4.21 は、カルマンゲインを半分にすると理想的な解析誤差共分散 Equation 4.2
に近づくことを示唆している。

アンサンブル偏差を

𝛿x𝑖 = x𝑖 − x̄ (4.22)

と表す。

DEnKFの計算手順は次のとおりである。

1. 与えらたアンサンブル予測に対して、Equation 4.3の最初の式を用いて、アンサン
ブル平均 ̄xb とアンサンブル偏差 𝛿xbEquation 4.22を計算する。

2. Equation 4.5 の最初の式でアンサンブル平均に対して x̄a を解析値を求める。
3. 解析のアンサンブル偏差は、Equation 4.5 の二番目の式で K̃ = K/2 として計算
する。

𝛿xa = 𝛿xb − 1
2

KH𝛿xb (4.23)

4. アンサンブル偏差に解析値を加えて、アンサンブルの解析値 xa
𝑖 = 𝛿xa

𝑖 + x̄a を計算
する。

この手法では、半分のカルマンゲインを用いたカルマンフィルタの解析方程式を各アンサ
ンブルメンバに適用し、アンサンブル平均に対する解析を加えている。EnSRF同様に摂
動観測を用いていないので、決定論的フィルタである。

Equation 4.23 は、EnSRFのアンサンブル偏差の線型近似となっている。Equation 4.23
を用いて解析誤差共分散を求めると

Pa = (I − KH)Pb + 1
4

KHPbHTKT (4.24)

となる。KHが小さいとき、理想的な解析誤差共分散 Equation 4.2の良い近似となって
いる。KHが大きいときは、解析誤差共分散が Equation 4.24 の右辺第 2項の分だけ大
きくなるので、適応インフレーションとして作用する。

Equation 4.23 は
𝛿xa = 1

2
𝛿xb + 1

2
(𝛿xb − KH𝛿xb) (4.25)

と表すことができる。Equation 4.25 の右辺右辺第 1、2項は、それぞれアンサンブル偏差
の背景値（先験値）、解析値なので、両者の平均をとっている。すなわち、DEnKFは重み
1/2 の先験偏差への緩和 (RTPP: relaxation-to-prior-perturbation Zhang et al. 2004)
に相当する (Bowler et al. 2013)。
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4.8 準地衡流モデル

Sakov and Oke (2008) を追試した 榎本 and 中下 (2022) の概要を紹介する。

2次元準地衡流（quasi-geostrophic, QG）方程式は中緯度における大気や海洋の大規模な
流れの特徴を表すことができるため、計算量を抑えつつトイモデルよりも現実的なデータ
同化の問題を検討することができる。

ここでは中緯度海洋における表層流を模した流れに対するデータ実験を行う。

QG方程式は次の式で表される。

𝜕𝑞
𝜕𝑡

= −𝜕𝜓
𝜕𝑥

− 𝜀𝐽(𝜓, 𝑞) − 𝐴Δ3𝜓 + ∇ × 𝜏 (4.26)

𝑡, 𝑥, 𝑦 ははそれぞれ時刻と東西及び南北座標，𝜓 は流線函数，𝐽(𝑝, 𝑞) はヤコビアン，
Δ = 𝜕2/𝜕𝑥2 + 𝜕2/𝜕𝑦2 はラプラシアンを表す。

渦位と流線函数は

𝑞 = Δ𝜓 − 𝐹𝜓 (4.27)

で関係付けられる。

理想的な風応力 𝜏 = − cos(2𝜋𝑦)を考えると、そのカールは

∇ × 𝜏 = −2𝜋 sin(2𝜋𝑦) (4.28)

となる。

モデルの設定と計算手法の概要は次通りである。正方形領域 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 を
129 × 129点に離散化し、境界条件は 𝜓 = Δ𝜓 = Δ2𝜓 = 0とする。内部領域のみ 4次の
Runge-Kutta 法を用いて、時間ステップ Δ𝑡 = 1.25 で時間発展させる。Equation 4.27
の右辺第 1項は、惑星渦度を表し中央差分を用いる。右辺第 2項は、(Arakawa 1966)ヤ
コビアンを用いて非線型不安定を抑制する。ポワッソン方程式 Equation 4.27は多重格子
法を用いて解く。標準パラメタは 𝜀 = 10−5, 𝐴 = 2 × 10−12, 𝐹 = 1600とする。

データ同化実験の一例を示す。長期積分から 25メンバをランダムに選択して、アンサン
ブル予報の初期値とした。観測は真値に分散 𝜎2 = 4.0ガウス型のランダム誤差を付加し
た 𝜓とし、4ステップ毎に 𝑚 = 300個を同化した。観測網は海面高度計を模したものと
する。
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サンプル数不足による偽相関を抑制するため、共分散行列に局所化を適用する。DEnKF
の特徴は ETKF等とは異なり、予報共分散行列に対して Schur積（要素毎の積）による
局所化が容易に行えることである。局所化函数は、局所化半径 𝑟0 = 15格子のガウス型と
する。共分散膨張係数は 𝛼 = 1.06とする。

実験の結果を以下に示す。境界の渦やその周辺から観測により誤差が減少し観測誤差を下
回るが、渦の活動が活発な西側の南北の中央付近では最終時刻でも観測誤差程度の誤差が
残る。予報誤差標準偏差の大きな領域ではインクリメントが入りやすいことも分かる。

Figure4.3: 真の流線函数、解析誤差、解析標準偏差、インクリメント（右から左）の
𝑡 = 375, 750, 1150, 1500（データ同化の 75, 150, 225, 300サイクル、上から下）における
スナップショット。真値の上に観測位置を ∘で示す。

領域平均では、データ同化の初期に解析誤差は急減して観測誤差を下回る。解析標準偏差
は解析誤差を下回っており、予報誤差共分散を過小評価が示唆される。渦位と流線函数を
予報した場合も、渦位のみを予報した場合も同一の結果であり、多重格子法により流線函
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数が精度良く推定できている。流線函数のみ予報し、渦位を流線函数から診断すると、渦
の振幅が小さくなり適切に同化ができなかった。局所化を用いない場合は、フィルタは発
散する。

Figure4.4: 準地衡モデルを用いた同化実験における二乗平均平方根誤差（実線）及び解析
標準偏差（点線）𝑞, 𝜓を予報（青）、𝑞のみ（橙）、𝜓のみ（赤）、𝑞, 𝜓局所化なし（緑、100
サイクルで中断）。灰色の破線は与えた観測誤差

Fire [@Enomoto-Nakashita:2022]の誤植

• p. 131右段 9行目: Fig. 7
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感度解析

入力パラメタに対する出力パラメタの感度の問題には以下のようなものがある。(Tala-
grand 1991).

感度実験（sensitivity experiments） 入力パラメタの変化に対する系の物理応答を調べる。
不確実性の定量化（Uncertainty quantification） 入力パラメタの不確実性により生じる

出力パラメタの不確実性を測る。
感度解析（sensitivity analysis） モデルの入力パラメタの何が、出力パラメタにおいて後

験的に観測された、特徴の源であったのかを特定する。
パラメタ推定（parameter estimation）及びデータ同化（data assimilation） 出力パラメ

タが与えた条件を満たすような入力パラメタの値を求める。

予報感度解析は予報に含まれる特徴の源を見つける手法で、ターゲット観測に応用されて
きた (Snyder 1996; Lorenz and Emanuel 1998; Bishop and Toth 1999)。感度は、予報
モデルの随伴 (Rabier et al. 1996; Langland et al. 2000) やアンサンブル予報 (Ancell
and Hakim 2007; Enomoto et al. 2007)から計算できるが、ラグランジュの未定乗数法
を用いると一貫した導出が可能である (Enomoto et al. 2015)。

5.1 摂動の線型成長

初期 𝑡 = 0における状態 x0 からの非線型時間発展を考える。

x𝜏 = 𝑀(x0) (5.1)

初期摂動 y 次の式に従って線型に成長するものと仮定し、時刻 𝜏 での摂動を z で表す。

z = 𝑀(x0 + y) − 𝑀(x0) ≈ My (5.2)
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ここで M = 𝜕𝑀/𝜕x は接線型モデルである。

5.2 随伴感度

‖y‖ ≡ √yTG0y = 1という条件の下で、𝛿𝐽 を最大にする y を求める。

𝐹(y, 𝜆) = 𝛿𝐽 + 𝜆(1 − yTG0y)

を最小化する。ここで、𝜆 はラグランジュの未定乗数で 𝛿𝐽 　は

𝛿𝐽 = [ 𝜕𝐽
𝜕x𝜏

]
T

z = [ 𝜕𝐽
𝜕x𝜏

]
T

My = [MT 𝜕𝐽
𝜕x𝜏

]
T

y = [ 𝜕𝐽
𝜕x0

]
T

y (5.3)

で表される。

つまり、

𝐹(y, 𝜆) = [ 𝜕𝐽
𝜕x0

]
T

y + 𝜆(1 − yTG0y)

𝜕𝐹/𝜕y = 0 を計算すると
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2𝜆y = G−1
0 MT 𝜕𝐽

𝜕x𝜏
= G−1

0
𝜕𝐽
𝜕x0

. (5.4)

が得られる。

5.3 特異ベクトル感度

特異ベクトル（SV: singular vector）感度は ‖y‖ = 1 の条件の下で ‖z‖ ≡ √zTG𝜏z を最
大化する y を求めるには、

𝐹(y, 𝜆) = zTG𝜏z + 𝜆(1 − yTG0y)

を最小化する。𝜕𝐹/𝜕y = 0 を計算すると一般化固有値問題

MTG𝜏My = 𝜆G0y. (5.5)

が得られる。左から yT を掛けると、

𝜆 = ‖z‖2/‖y‖2 (5.6)

つまり成長率の二乗となる。𝑛 × 𝑛のG0 及びG−1
0 MTG𝜏Mの逆行列を計算する必要が

ある。

5.4 アンサンブル随伴感度解析

p で重みづけした平均で最適な摂動を y = Yp 及び 𝛿𝐽 = 𝛿JTp と表す。ここで
Y = (y1, y2, … , y𝑚)T 及び 𝛿J = (𝛿𝐽1, 𝛿𝐽2, … , 𝛿𝐽𝑚)T である。‖y‖ = 1の条件下で 𝛿𝐽
を最大化する p を求めるには、

𝐹(p, 𝜆) = 𝛿JTp + 𝜆(1 − pTYTG0Yp)

を最小化すればよい。𝜕𝐹/𝜕p = 0 を計算すると

2𝜆p = (YTG0Y)−1𝛿J

すなわち

y ∝ Y(YTG0Y)−1𝛿J
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を得る。‖y‖𝑖 = 1 かつ yT
𝑖 G0y𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗 ならばYTG0Y ∝ I 及び y = Y𝛿J。

INFO Note

• 𝜕𝐽/𝜕x𝑡 = 2G𝑡z なら、Equation 5.6 同様に指数函数的成長を示唆する。
• メンバ数が状態数に近づく（𝑚 → 𝑛）につれて、アンサンブル随伴感度は随
伴感度に漸近する。

5.5 単回帰

各アンサンブルメンバが 𝛿𝐽 = [𝜕𝐽/𝜕x0]Ty であるとき、これを集めて 𝛿J = YT𝜕𝐽/𝜕x0

と表す。

左から Y を掛けると最小分散解

𝜕𝐽
𝜕x0

= (YYT)−1Y𝛿J (5.7)

Ancell and Hakim (2007) はさらに A = YYT に対して対角近似 D = diag(A) を仮定
し、単回帰を得た。

5.6 多変数回帰

Hacker and Lei (2015) は感度解析を次のように定式化した。

𝛿J = YT𝛽 + 𝜀 (5.8)

を考えた。ここで 𝛽 = 𝜕𝐽/𝜕x0 である。状態の自由度が標本数よりも大きい場合、
Equation 5.8は劣決定となる。

解を一つに定めるため最小ノルム解を考え、𝛿J = YT𝛽 の条件の下で 𝛽T𝛽 を最小化した。

𝜕𝐽
𝜕x0

= Y(YTY)−1𝛿J

これは多変数回帰である。

Duc et al. (2023) は正則化とMoore–Penrose逆行列を用いて主双対解を得た。Enomoto
et al. (2015) は多変量で、アンサンブル空間で逆行列を求めており、初期ノルム G0 を
考慮している。
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5.7 アンサンブル SV

重み p を用いて検証時刻の摂動を z = Zp 表す。‖y‖ = 1 の下で pTZTG𝜏Zp を最大化
する p を求める。

𝐹(p, 𝜆) = pTZTG𝜏Zp + 𝜆(1 − pTYTG0Yp)

を最小化する。𝜕𝐹/𝜕p = 0 を計算し、一般化固有値問題

ZTG𝜏Zp = ΛYTG0Yp.

を得る。YTG0Y ∝ IならZTG𝜏Zp = Λpに帰着する。アンサンブル変換（ET: ensemble
transform）　 (Bishop and Toth 1999) 及び解析誤差共分散 SV (Hamill et al. 2003) と
同じである。

5.8 日本域に対するアンサンブル感度

Enomoto, Yamane, Ohfuchi (2015)

• データ: 25メンバの気象庁週間アンサンブル予報
• 初期時刻: 2003年 1月 2日 1200 UTC
• 検証領域: 125∘N–150∘E, 25°N–50°N
• 検証時刻: 2003年 1月 5日 1200 UTC
• 乾燥全エネルギノルム TE = 1

2 ∫𝑝t

𝑝r
∫
𝐴

𝑢′2 + 𝑣′2 + 𝑐𝑝
𝑇r

𝑇 ′2 + 𝑅𝑇r ( 𝑝′
s

𝑝r
)

2
d𝐴d𝑝

5.9 2003年 3月の爆弾低気圧

Enomoto, Yamane, Ohfuchi (2015)
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Figure5.1: 左列: 2003 年 1 月 23 日及び 24 日 9 時（日本時）の気象庁天気図。右 2 列:
1月 21日 1200 UTCからの気象庁週間アンサンブル予報を用いたアンサンブル感度解析
（上段、左から EnSVSA及び EnASA）、初期及び　検証時刻のアンサンブルスプレッド。
検証領域を矩形で示す。

5.10 乾燥全エネルギノルムの時間発展

Enomoto, Yamane, Ohfuchi (2015)
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Figure5.2: 乾燥全エネルギノルムの時間発展。2003年 1月 2日 1200 UTCからの気象庁
週間アンサンブル予報。検証領域は日本域（120°—150°E、20°N—50°N）。横軸は予報時
間（h）、縦軸は鉛直に積算した単位面積あたりの乾燥全エネルギノルム。細実線はアンサ
ンブルメンバ、太実線はアンサンブル平均、破線は予報時間 72 hに対するアンサンブル
特異ベクトル第一モード。∘は各予報時間に対する第一モード

5.11 欧州の切離低気圧と熱帯低気圧 Cristobal 2002

Enomoto, Ohfuchi, Nakamura, Shapiro (2007)
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Figure5.3: 上段: 2002 年 8 月 11 日 0000UTC における気象庁海面気圧解析 hPa 及び
GPCP降水量mm/d（左）、AFESによる 8月 5日（中）及び 8日（右）0000UTCから
の予報。下段: 8月 8日 1200 UTCからの気象庁アンサンブル予報を用いたアンサンブル
特異ベクトル第一〜三（右から左）, Enomoto et al. 2007

5.12 アンサンブル SV の適用例

• Nishii and Nakamura (2010) は 2006年 1月下旬の成層圏突然昇温は北大西洋の
ブロッキングに感度があり、ブロッキングは北東太平洋の低気圧に感度があること
を見出した。

• Matsueda et al. (2011) は 2005年 12月 15日の NCEP の予報が外れ、ブロッキ
ングが強すぎた原因は中部北東太平洋の不確実性にあると特定した。

• Takemura et al. (2021) はモンスーントラフの予報に影響を与えた、上流の気圧
の峰と下流の渦位偏差を検出した。

5.13 台風 Hagibis 2019

Nakashita and Enomoto (2021)
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Figure5.4: 左: 鉛直に積分された湿潤全エネルギで示された感度。左から初期時刻、12
時間予報、24時間予報）（Nakashita and Enomoto (2021), Fig. 4にひまわり画像を追
加）、右: 気象庁 GSMを用いて摂動を加えた実験（中下他 2025, 気象研究ノート 249

5.14 まとめ

• 予報感度解析は注目している現象に影響を与える領域や変数を特定する有用な道具
である。

• 随伴及びアンサンブルに基づく定式化は、どちらもラグランジュの未定乗数法で一
貫して導出できる。

• アンサンブル SVは、爆弾低気圧や台風など顕著な気象に適用され、メカニズムや
予測可能性に関する要因を特定できただけでなく、アンサンブルカルマンフィルタ
のインフレーションとして有効である。

• 偽りの感度は局所化等を用いて特定する必要がある。(Griewank et al. 2023).
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機械学習

機械学習は、データを学習して推定を改善する手法である。

まず、Chase et al. (2022) に基づいて、統計的学習と呼ばれる古典的な手法について述
べる。

機械学習は、物理法則に依らずデータに基づく経験的な手法で、訓練データセットに対し
てパラメタを適合（学習）し、あらかじめ定めた損失（コスト）を最適化する。

機械学習は、教師あり（supervised）と教師なし（unsupervised）に大別される。教師あ
り学習には入力の特徴量（feature）に対する出力のラベル（label）を用いるが、教師な
し学習にはラベルを用いない。

特徴量は説明変数、予測因子、予測変数（predictor）とも呼ばれ、ベクトルまたは行列X
で表される。ラベルは目的変数（target）や予測対象、被予測変数（predictand）とも呼
ばれ、スカラーまたはベクトル 𝑦で表される。

教師あり学習は、回帰（regression）と分類（classification）があり、回帰では連続した
出力、分類では離散的な出力を得る。どちらも訓練データを用いて、予測するために最適
な重み（閾値）を求める。重みは、誤差（error）を最小に、ラベルの確率を最大にするよ
うに決める。

6.1 線型回帰

最も簡単な回帰は線型回帰 Section 1.1 である。予測したい量 ̂𝑦を重付き平均で求める。

̂𝑦 =
𝑖=𝐷
∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖 + 𝑏 (6.1)

𝐷は特徴量の数で 𝑏はバイアス項である。

重み 𝑤𝑖 を求めるため、損失函数（loss function）を最小化する。
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残差和二乗（RSS: residual summed squared）損失は

RSS =
𝑁

∑
𝑗=1

(𝑦𝑗 − ̂𝑦𝑗)2 (6.2)

で定義される。𝑦𝑖 はデータ点、 ̂𝑦𝑗 は予報されたデータ点、𝑁は訓練データセットにある
データ点の数である。
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データにノイズが含まれている場合、学習が不安定になる。これを回避する方法が、正則
化（regularization）である。

リッジ（ridge）回帰では、L2損失

RSSL2 =
𝑁

∑
𝑗=1

(𝑦𝑗 − ̂𝑦𝑗)2 + 𝜆
𝐷

∑
𝑖=0

𝑤2
𝑖 (6.3)

ラッソ（Lasso）回帰では（L1）損失

RSSL2 =
𝑁

∑
𝑗=1

(𝑦𝑗 − ̂𝑦𝑗)2 + 𝜆
𝐷

∑
𝑖=0

|𝑤𝑖| (6.4)

を用いる。二つを組み合わせたものがエラスティクネット（elastic net）である。

RSSL2 =
𝑁

∑
𝑗=1

(𝑦𝑗 − ̂𝑦𝑗)2 +
𝐷

∑
𝑖=0

[𝛼𝑤2
𝑖 + (1 − 𝛼)|𝑤𝑖|] (6.5)
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6.2 ロジスティック回帰

ロジスティク回帰は分類に用いられ、出力にシグモイド（sigmoid）函数を適用する。

𝑆(𝑦) = 1
1 + 𝑒−𝑦 (6.6)
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Figure6.1

ロジスティク回帰を用いた分類の損失函数は次のようになる。

loss =
𝑖=𝐷
∑
𝑖=0

−𝑦𝑖 log[𝑆( ̂𝑦)] + (1 + 𝑦𝑖) log[1 − 𝑆( ̂𝑦)] (6.7)

6.3 ナイーブベイズ

ナイーブベイズは、ベイズの定理 Section 1.3 に由来する分類である。入力特徴量 𝑥が与
えられたとき、ラベル 𝑦の確率密度 𝑃(𝑦|𝑥) を求める。（Section 1.3とは 𝑦と 𝑥が入れ替
わっていることに注意。）

𝑃(𝑦|𝑥) = 𝑃(𝑦)𝑃 (𝑥|𝑦)
𝑃 (𝑥)

(6.8)
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ナイーブと呼ばれるのは、現実には必ずしも当てはまらない、全ての入力特徴量 𝑥が独立
で、𝑃(𝑥|𝑦)が正規分布のようなモデル化されたもので表されるという仮定を用いている
ためである。

予測は次の式で与えられる。

̂𝑦 = argmax
⎧
⎨⎩

log[𝑃 (𝑦)] +
𝑁

∑
𝑖=0

log[𝑃 (𝑥𝑖|𝑦)]
⎫
⎬⎭

(6.9)

6.4 決定木

決定木（けっていぎ）を用いた分類では、ジニ不純度やエントロピーを最小化するように
データを分ける。

Gini =
𝑖=𝑘
∑
𝑖=0

𝑝𝑖(1 − 𝑝𝑖) (6.10)

entropy =
𝑖=𝑘
∑
𝑖=0

𝑝𝑖 log2(𝑝𝑖) (6.11)
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6.5 サポートベクトルマシン

サポートベクトルマシン（SVM: Support Vector Machine）は類似したデータの集まり
（クラス）を分けるマージン（margin）を最大化する手法である。
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̂𝑦 = wTx + 𝑏 (6.12)

ここでwは重みベクトル、xは特徴量、𝑏はバイアス。分類では、右辺の符号のみを用い
る。線型手法とは異なり、線型境界にマージンが最大になるように wT を決める。

margin = 1
wTw
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6.5.2 rbfdot
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6.6 カーネル法

カーネル法は、函数近似や内挿のような数値解析や、偏微分方程式のメッシュレス解
法、ニューラルネットワーク及び機械学習に用いられている (Schaback and Wendland
2006)。

カーネルは、の特徴マップにより学習入力の空間 Ωを解析が容易な高次元（無限次元）の
空間（再生核ヒルベルト空間）ℱに写像する。ℱでは線型手法を用いる。

カーネルは一般的に

𝐾 ∶ Ω × Ω → ℝ (6.13)

と定義される。

特徴マップ Φ ∶ Ω → ℱについて、カーネルは全ての 𝑥, 𝑦 ∈ Ωに対し、内積を用いて

𝐾(𝑥, 𝑦) ∶= (Φ(𝑥), Φ(𝑦))ℱ (6.14)

と定義される。

正定値対称カーネルのみを扱う。対称性は次を満たすことをいう。
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𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑦, 𝑥) (6.15)

任意の 𝑛に対して要素が 𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) であるグラム行列K が正定値 Section A.3 である。

例えば、ランダム変数の共分散は標準的なカーネルである。Ωからの標本 𝑥と 𝑦とが類似
していれば、相関が高く、カーネルの値は大きな正の値を取る。

よく用いられる、ガウス型カーネルは

𝐾(𝑥, 𝑦) ∶= exp(−‖𝑥 − 𝑦‖2
2) (6.16)

と表される。

カーネル法は、回帰、サポートベクトルマシン、主成分分析、正準相関解析等に適用され
ている。

まず、線型回帰とカーネル回帰を比較する (赤穂昭太郎 2008)。

6.7 線型回帰
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6.8 カーネル回帰
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カーネル密度推定は確率密度分布を推定する手法である。

独立同分布（i.i.d.: independent and identically distributed)の標本から確率密度分布を
推定する。
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̂𝑓ℎ(𝑥) = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐾ℎ(𝑥 − 𝑥𝑖) = 1
𝑛ℎ

𝑛
∑
𝑖=1

𝐾 (𝑥 − 𝑥𝑖
ℎ

) (6.17)

ここで、𝐾: 非負のカーネル、𝐾ℎ(𝑥) = 𝐾(𝑥/ℎ)/ℎ: スケールされたカーネル、ℎ: バン
ド幅

ガウシアンカーネルを用いると次のように書ける。

̂𝑓ℎ(𝑥) = 1
𝑛

1
ℎ𝜎

√
2𝜋

𝑛
∑
𝑖=1

exp [−(𝑥 − 𝑥𝑖)2

2(ℎ𝜎)2 ] (6.18)

ヒストグラムと比較する。
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6.9 ニューラルネットワーク

Chase et al. (2023) に基づいて、ニューラルネットワークについて述べる。

ニューロンは脳の基礎単位で、電気で信号を伝達する機能を持つ。

単純パーセプトロンはニューロンをモデル化したものである。最も簡単なパーセプトロン
は、入力と出力の 2層からなり、二つの出力（0と 1）から一つを選択して出力する。

𝑛個の入力に対し、𝑚個の出力をするパーセプトロンは次の式で表すことができる。

𝑦𝑗 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝑗𝑥𝑖 + 𝑏𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑚
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ここで、𝑥𝑖 は入力、𝑦𝑗 は出力、𝑤𝑖𝑗 は重み、𝑏𝑖 はバイアス、𝜎()は活性化函数である。

ベクトルや行列形式では

y = Wx + b

と表すことができる。

データから重みWを決めることにより、単純パーセプトロンは線型分離可能な問題を解
くことができるが、非線型で分離不可能な問題は解けない。

単純パーセプトロンの出力に活性化函数 𝜎()を作用させ、中間層（隠れ層）を増やして多
層化すると、より複雑な問題を解くことができる。これを多層パーセプトロンまたは人工
ニューラルネットワーク（ANN: artificial neural network）という。

x𝑘 = 𝜎𝑘−1(W𝑘−1x𝑘−1 + b𝑘−1) (6.19)

ANN の重みは、確率降下学習法 (Amari 1967; 甘利 1968) と誤差逆伝播法 (Rumelhart
et al. 1986)によって求めることができる。その際、自然勾配を用いることにより速く収
束させることができる (Amari 1998; 甘利 2001)。

活性化函数がシグモイド函数であれば、各層はロジスティック回帰 Section 6.2になる。

6.10 自己組織化マップ

自己組織化マップ (SOM: self-organizing map, Kohonen 1982) は、教師なし学習のクラ
スタリングに用いられる手法で、類似したデータを同一のカテゴリにする。SOMは隠れ
層を持たず、出力は 2次元に配置された節であり、類似した節が隣接する。そのため、パ
ターンの遷移が解釈しやすい。

Eckert et al. (1996) は、アンサンブル予報に SOMを用いた。榎本 (2021) は日本域に適
用して EOFとの比較を行った。

6.11 畳み込みニューラルネットワーク

畳み込みニューラルネットワーク（CNN: convolutional neural network）は、画像処理
に用いられる畳み込み（フィルタ）を用いて特徴を自動的に抽出する (Fukushima 1980)。
畳み込み層とともに用いられるのが、プーリング（pooling）層である。プーリング層は
低解像度化など次元削減を行い、特徴の抽出を助ける。

2019年 10月 9日 0000UTCにおける台風第 19号のひまわり赤外画像に以下の処理を施
した。
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• 標準偏差 30のガウシアンフィルタでぼかす。
• 次の式で画像 𝐼のヘシアン 𝐻の行列式の上位 95%の座標を抽出。
• 境界上の座標を除外。
• 座標の中心を赤い丸で表示。

det(𝐻) = 𝐼𝑥𝑥𝐼𝑦𝑦 − 𝐼2
𝑥𝑦

U-netは画像から画像を出力する CNNである。逆畳み込み（deconvolution）層と逆プー
リング（unpooling）層により、次元を復元した出力を得る。畳み込みやプーリングをエ
ンコーディング、逆畳み込みや逆プーリングをデコーディングといい、全体の流れが U字
となることから、名付けられている。U-netには、スペクトル変換や多重格子法と類似点
がある。

6.12 トランスフォーマ

カーネル回帰から画像認識、大規模言語モデルへの発展をレビューしたMilanfarのツイー
トや Kassinos and Alexiadis (2024) を参考に大規模言語モデル（LLM: large language
model）に用いられるトランスフォーマ（transformer）について述べる。

トランスフォーマはアテンション機構 (Vaswani et al. 2023) が重要な役割を果たしてい
る。アテンション機構は、カーネルをデータで推定する。

トランスフォーマは言語に特化した機械学習手法と思われがちだが、処理されているの
はベクトルであり、トランスフォーマで微分方程式を解くこともできる (Kassinos and

https://x.com/docmilanfar/status/1865664051793277011
https://x.com/docmilanfar/status/1865664051793277011
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Alexiadis 2024)。

アテンション機構は、フーリエ変換などの畳み込みと似ており、単語の頻度を振動数に変
換するようなものである。LLMは学習を元に、入力に対してもっともらしい出力を生成
する。

アテンション機構に絞ってみていこう。𝑁 個のデータ列のうち 𝑖 番目の入力を x𝑖 ∈ ℝ𝑑

とする。3つの重み行列W𝐾, W𝑄, W𝑣 ∈ ℝ𝑑′×𝑑 により線型変換を行う。重みは学習し
て決める。

• キー: K𝑖 = W𝐾x𝑖

• クエリ: Q𝑖 = W𝑄x𝑖

• バリュー: V𝑖 = W𝑉x𝑖

アテンションスコアとは、入力ベクトル列の中の各対 (x𝑖, x𝑗)に対するスコアである。

𝑠𝑖𝑗 =
QT

𝑖 K𝑗√
𝑑′

(6.20)

これを要素とする行列がスコア行列 s𝑖𝑗 ∈ ℝ𝑁×𝑁 である。

ソフトマックス函数は、入力 z = (𝑧1, … , 𝑧𝐾) ∈ ℝ𝐾 を出力 𝜎 ∶ ℝ𝐾 → (0, 1)𝐾 に射影する
函数である。シグモイド函数（𝐾 = 2）Equation 6.6を一般化したもので、統計力学では
ボルツマン（ギブス）分布である。

𝜎(z)𝑖 = exp(𝑧𝑖)
∑𝐾

𝑗 exp(𝑧𝑗)

ボルツマン分布をおさらいする。理想気体は、粒子（分子）間の相互作用が無視できるほ
ど小さい気体である。𝑘番目の量子状態にある気体の粒子数（占拠数）𝑛̄𝑘 ≪ 1とする。

𝑛̄𝑘 = 𝑎 exp (−𝜀𝑘
𝑇

) (6.21)

𝑎は規格化の条件∑𝑘 𝑛̄𝑘 = 𝑁によって決まる定数。Equation 6.21 で与えられる分布が
ボルツマン分布である。

スコア行列の各行にソフトマックス函数を適用し、アテンション重みを得る。

S𝑖𝑗 =
exp(𝑠𝑖𝑗)

∑𝑁
𝑘 exp(𝑠𝑖𝑘)

(6.22)

各ベクトルに対するアテンション重みの和は、ソフトマックスにより 1になるので、確率
は比較可能となる。
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各入力ベクトル x𝑖 に対して、アテンション重み S𝑖𝑗 を用いて、バリューベクトル V𝑗 の
加重合計として、出力ベクトルA𝑖 を計算する。

A𝑖 =
𝑁−1
∑
𝑗=0

S𝑖𝑗V𝑗 (6.23)

自己アテンション機構の最終出力は、長さ 𝑑′ のベクトルA𝑖 が𝑁個連なる列である。各出
力ベクトルは対応するアテンションスコアに重みづけされ、入力列全体の影響を受ける。

一見アテンションは恣意的に見えるが、数学や物理学の類似した概念と関連づけることが
できる。Equation 6.23 は、離散積分変換と同形であり、カーネル S𝑖𝑗 により V𝑗 を A𝑖

に変化する。Equation 6.23 はフーリエ級数と類似しているが、データから学習したカー
ネルを用いることが異なる。

離散フーリエ変換では、カーネル exp(−𝑖2𝜋𝑘𝑛/𝑁) 時系列 𝑥𝑛 は振動数列 𝑋𝑘 に変換さ
れる。

𝑋𝑘 =
𝑁−1
∑
𝑛=0

𝑥𝑛 exp (−𝑖2𝜋𝑘𝑛
𝑁

) (6.24)

アテンションスコア Equation 6.20 𝑠𝑖𝑗 は、
√

𝑑′ でスケールされたQ𝑖 とK𝑗 の共分散の
要素である。Q𝑖 とK𝑗 は共に x𝑖 の線型変換なので、カーネル S𝑖𝑗 Equation 6.22 は自己
共分散行列の情報を与える。カーネルが入力 x𝑖 の自己相関行列である積分変換は、主成
分分析と関連する Karhunen-Loève 変換である。カーネルが固定されているフーリエ変
換とは異なり、Karhunen-Loève変換はトランスフォーマ同様にデータに依存する。
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付録 A

補遺

数学的な補足を記す。

A.1 線型問題

線型問題は y = Hxと表せる。測定ベクトル yの長さ𝑚で、状態ベクトル xの長さは 𝑛
である。線型演算子Hは状態空間を測定空間に射影する𝑚 × 𝑛の実行列である。

⎡
⎢⎢
⎣

𝑦1
𝑦2
⋮

𝑦𝑚

⎤
⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢
⎣

𝐻11 𝐻12 … 𝐻1𝑛
𝐻21 𝐻22 … 𝐻2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝐻𝑚1 𝐻𝑚2 … 𝐻𝑚𝑛

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
⋮

𝑥𝑛

⎤
⎥⎥
⎦

(A.1)

問題は、情報量に応じて分類される。𝑚 < 𝑛のとき劣決定（underdetermined）、𝑚 > 𝑛
のとき優決定（overdetermined）という。劣決定と優決定は背反ではなく、あるパラメタ
に対しては優決定でも別のパラメタに対しては劣決定であることもあり、これを混合決定
（mixed-determined）という。

A.2 様々な行列

正則（regular）行列: AA−1 = A−1A = I𝑛 となる行列

正規（normal）行列: AA∗ = A∗A

ユニタリ（unitary）行列: UU∗ = U∗U = I𝑛、U−1 = U∗。実数の場合は直交（orthogonal）
行列という。

エルミート（Hermitian）行列: A∗ = A。実数の場合は対称（symmetric）行列という。

グラム（Gram）行列: ベクトル u1, u2, … , u𝑛 ∈ ℂに対して要素がベクトルの内積で表さ
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れる行列。

G = ⎛⎜
⎝

u∗
1u1 … u∗

𝑛u1
⋮ ⋱ ⋮

u∗
1u𝑛 … u∗

𝑛u𝑛

⎞⎟
⎠

= U∗U

ここで U = (u1 u2 … u𝑛) である。グラム行列はエルミート行列で、半正定値、
det G ≥ 0である。

A.3 行列の定値性

正定値
xTAx > 0

半正定値
xTAx ≥ 0

A.4 ベクトル空間

バナッハ（Banach）空間 ノルムが定める距離が完備である線型空間。
ソボレフ（Sobolev）空間 函数と 𝑘 階までの弱微分が 𝐿𝑝 ノルムに属する空間でバナッ

ハ空間の一部。
ヒルベルト（Hilbert）空間 バナッハ空間の特別な場合で内積が定義できる。𝐿2 のソボ

レフ空間。内積から導かれるノルムで完備であり、ベクトル同士の角度を考えるこ
とができる。ユークリッド空間とは異なり、無限次元。

ヘルダー（Hölder）空間 函数が 𝑘階微分可能で、以下のヘルダー条件を満たす。

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝐶|𝑥 − 𝑦|𝛼

ここで 0 < 𝛼 ≤ 1。

A.5 微分

弱微分（weak derivative） ソボレフ空間や偏微分方程式の理論に用いられる微分の一般
化。積分等式

∫ 𝑢𝜕𝜙
𝜕𝑥

d𝑥 = − ∫ 𝑣𝜙d𝑥

が成り立つとき、𝑣は 𝑢の 𝑥に関する弱微分という。
劣微分（subdifferential） 凸解析における概念で最適化に用いられる。函数 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ

が凸であれば、
𝑓(y) ≥ 𝑓(x) + ⟨v, y − x⟩ y ∈ ℝ𝑛

を満たす v ∈ ℝ𝑛 の集合を xにおける劣微分 𝜕𝑓(x)という。
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ガトー（Gâteaux）微分 バナッハ空間等のノルム空間に拡張した方向微分。方向 𝑣に対
して

lim
𝑡→0

𝑓(𝑥 + 𝑡𝑣) − 𝑓(𝑥)
𝑡

を函数 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌の 𝑥における方向 𝑣へのガトー微分という。全ての方向に微分
可能とは限らず、線型とは限らない。

フレシェ（Fréchet）微分 次を満たす線型写像 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑋を、函数 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌の 𝑥に
おけるフレシェ（Fréchet）微分という。

lim
‖ℎ‖→0

‖𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) − 𝐴(ℎ)‖
‖ℎ‖

= 0

𝜕y/𝜕xは、通常次の規約が用いられる。

[𝜕y
𝜕x

]
𝑖𝑗

= ( 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

)

yは行の添字、xは列の添字に関連付けられ、テイラー展開は「右を見て」

y = y0 + 𝜕y
𝜕x (x − x0) + …

のように書ける。

A.6 逆行列

Woodburyの公式 (Golub and Van Loan 2013)

(A + UBV)−1 = A−1 − A−1U(B−1 + VA−1U)−1VA−1

A.7 擬逆行列

• Hingham, N. 2023: What Is the Pseudoinverse of a Matrix

一般化行列（generalized inverse）は非特異な正方行列の逆行列を拡張したもので、多
数存在する。一般化行列の一つで有用なものが擬逆行列（pseudoinverse）である。行列
A ∈ ℂ𝑚×𝑛 の擬逆行列Xは、以下のMoore-Penrose条件を満たすものである。

1. AXA = A
2. XAX = X
3. (AX)∗ = AX
4. (XA)∗ = XA

https://nhigham.com/2023/07/25/what-is-the-pseudoinverse-of-a-matrix/
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ここで上付の ∗ は複素共軛を表す。X は唯一に定まることが示されている。擬逆行列を
A+ またはA† で表す。

優決定または劣決定の線型方程式系 Ax = bの最小 2ノルム最小二乗解は擬逆行列で表
され、x = A+b は ‖Ax − b‖を最小化する。

擬逆行列は特異値分解 A = UΣV∗ で表すことができる。ここで 𝑚 × 𝑚 の U 及び
𝑛 × 𝑛のVはユニタリ行列である。𝑚 × 𝑛行列 Σ = diag(𝜎1, … 𝜎𝑝), 𝑝 = min(𝑚, 𝑛)で、
𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ … ≥ 𝜎𝑟 > 0、𝜎𝑟+1 = ⋯ = 𝜎𝑝 = 0 である。擬逆行列は特異値分解を用いて次
のように表される。

A+ = VΣ+U∗ (A.2)

ここで、𝑛 × 𝑚 行列 Σ+ = diag(𝜎−1
1 , … , 𝜎−1

𝑟 , 0, … , 0) である。特異値分解を用いると、
Moore-Penroseの条件を確認することができる。

Equation A.2 より (A+)+ = A及び (A∗)+ = (A+)∗ 導かれる。

Aが列完全階数（full rank）すなわち rank(𝐴) = 𝑛 ≤ 𝑚（縦長）のとき

A+ = (A∗A)−1A∗

となる。このときA+A = I𝑛 である。これは、標本数𝑚が自由度 𝑛よりも大きいときの
最小二乗解に対応する。

同様にAが行完全階数（full rank）すなわち rank(𝐴) = 𝑚 ≤ 𝑛（横長）のとき

A+ = A∗(AA∗)−1

となる。このとき AA+ = I𝑚 である。これは、標本数 𝑚が自由度 𝑛よりも小さいとき
の最小ノルム解に対応する。
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