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はじめに

この講義ノートは、総観規模の気象力学からいくつかの基礎的な題材を取り上げて記述し
たものです。
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第 1章

スケール解析

この講義では、Haltiner and Williams (1980) に基づきスケール解析について議論する。

スケール解析（scale analysis）とは、支配方程式の各項の大きさを系統的に比較する手法
である。スケール解析とエネルギーの検討に基づいて、力学解析や数値天気予報に用いら
れる一貫したモデルを定式化することができる。

変数は時空間的に特徴的なスケール（大きさ）を持つとする。

• 𝐿 = 特徴的な水平スケール（およそ 1/4波長）
• 𝑇 = 局所的な時間スケール（およそ局所的な 1/4周期）
• 𝑉 = 特徴的な水平速度

𝜕𝑣
𝜕𝑥

∼ 𝜕𝑢
𝜕𝑦

∼ 𝑉
𝐿

𝜕𝑢
𝜕𝑡

∼ 𝑉
𝑇

浅水波方程式は自由境界面を伴った非圧縮流体の静力学運動を記述し、慣性重力波とロス
ビー波の両方が含まれている。

𝜕𝐕
𝜕𝑡

+ 𝐕 ⋅ ∇𝐕 + ∇𝜙 + 𝑓𝐤 × 𝐕 = 0 (1.1)

𝜕𝜙
𝜕𝑡

+ 𝐕 ⋅ ∇𝜙 + 𝜙∇ ⋅ 𝐕 = 0 (1.2)

波の位相速度を 𝐶とすると時間スケールは 𝑇 = 𝐿/𝐶であり、総観規模運動で 𝐶 ∼ 𝑉とす
ると移流時間スケール 𝑇 = 𝐿/𝑉となる。𝐿 ∼ 106m及び 𝑉 ∼ 10 m/sとすると 𝑇 ∼ 105

s（およそ 1日）となり、総観規模擾乱の 1/4周期として妥当な値である。

Equation 1.1の各項は次のようにスケールされる。
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𝜕𝐕/𝜕𝑡 ∼ 𝑉 2/𝐿 = 𝑅𝑜𝑓𝑉
𝐕 ⋅ ∇𝐕 ∼ 𝑉 2/𝐿 = 𝑅𝑜𝑓𝑉
𝑓𝐤 × 𝐕 ∼ 𝑓𝑉

ここで 𝑅𝑜 = 𝑉 /𝑓𝐿はロスビー数でコリオリ力に対する加速の比を表す。総観規模の典型
的な値と 𝑓 ∼ 10−4 では、ロスビー数は 𝑅𝑜 = 0.1となる。大気海洋の様々な運動におい
てロスビー数は小さい。

ロスビー数が小さいとき、加速はコリオリ力や移流に比べて小さい。結果としてコリオリ
力は気圧傾度力のみと釣り合う。

∇𝜙 ∼ 𝑓𝑉 (1.3)

連続の式 Equation 1.2を解析するために、𝜙を定数 ̄𝜙と摂動 𝜙′ に分離する。

𝜙 = ̄𝜙 + 𝜙′ (1.4)

𝜙′ のスケールは Equation 1.3から

𝜙′ ∼ 𝑓𝑉 𝐿

となる。これを地衡風スケーリングという。

Equation 1.4を用いるとジオポテンシャルの摂動に対する連続の式は次のようになる。

𝜕𝜙′

𝜕𝑡
+ 𝐕 ⋅ ∇𝜙′ + 𝜙′∇ ⋅ 𝐕 + ̄𝜙∇ ⋅ 𝐕 = 0 (1.5)

Equation 1.5のスケーリングは以下のようになる。

𝜕𝜙′

𝜕𝑡
∼ 𝑓𝑉 2 ∼ 𝑅𝑜𝐹 ̄𝜙 𝑉

𝐿

𝐕 ⋅ ∇𝜙′ ∼ 𝑓𝑉 2 ∼ 𝑅𝑜𝐹 ̄𝜙 𝑉
𝐿

𝜙′∇ ⋅ 𝐕 ∼ 𝑓𝑉 2 ∼ 𝑅𝑜𝐹 ̄𝜙 𝑉
𝐿

̄𝜙∇ ⋅ 𝐕 ∼ ̄𝜙 𝑉
𝐿

ここで

𝐹 = 𝑓2𝐿2

̄𝜙
= 𝐿2

𝐿2
𝑅

(1.6)

は回転 Froude数で、𝐿𝑅 = ̄𝜙1/2/𝑓をロスビーの変形半径である。
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𝑅𝑜 のオーダーの項を無視すると運動方程式は

∇𝜙 + 𝑓𝐤 × 𝐕 = 0

となる。𝐹 ≤ 1のとき連続の式の第一近似は

̄𝜙∇ ⋅ 𝐕 = 0

となる。
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第 2章

準地衡方程式系と鉛直循環

この講義では，準地衡風方程式系における鉛直循環について学ぶ。簡潔に表記される気圧
に基づく鉛直座標を用いる。

2.1 気圧座標

一般化された鉛直座標（Appendix B）で 𝑠 = 𝑝とすると，𝑝座標における支配方程式系
は次のように書ける。

運動方程式

d𝑣𝑣𝑣
d𝑡

+ 𝑓𝑘𝑘𝑘 × 𝑣𝑣𝑣 = −𝑔∇𝑧

ここで

d
d𝑡

= 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑣𝑣 ⋅ ∇ + 𝜔 𝜕
𝜕𝑝

, 𝜔 ≡ d𝑝
d𝑡

(2.1)

静力学平衡

𝑔𝜕𝑧
𝜕𝑝

= −𝛼, 𝛼 ≡ 1
𝜌

連続の式

∇ ⋅ 𝑣𝑣𝑣 + 𝜕𝜔
𝜕𝑝

= 0

熱力学の式

d ln 𝜃
d𝑡

= 𝑄̇
𝑐𝑝𝑇

(2.2)
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2.2 準地衡風方程式系

𝛽平面近似

𝑓 = 𝑓0 + 𝛽𝑦, 𝛽 ≡ d𝑓
d𝑦

地衡風

𝑢g = − 1
𝑓0

𝜕𝜙
𝜕𝑦

𝑣g = 1
𝑓0

𝜕𝜙
𝜕𝑥

(2.3)

ラグランジュ微分とオイラー微分との関係

dg

d𝑡
= 𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢g

𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑣g
𝜕
𝜕𝑦

運動方程式

dg𝑢g

d𝑡
= 𝑓0𝑣a + 𝛽𝑦𝑣g (2.4)

dg𝑣g

d𝑡
= −𝑓0𝑢a − 𝛽𝑦𝑢g (2.5)

Equation 2.5を 𝑥で微分したものから，Equation 2.4を 𝑦で微分したものを引くと，渦
度方程式

dg𝜁g

d𝑡
+ 𝛽𝑣g =

dg

d𝑡
(𝑓 + 𝜁g) = 𝑓0

𝜕𝜔
𝜕𝑝

が得られる。ここで準地衡渦度 𝜁g は

𝜁g ≡
𝜕𝑣g

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢g

𝜕𝑦
= 1

𝑓0
∇2𝜙 (2.6)

と定義される。

静力学平衡
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𝜕𝜙
𝜕𝑝

= −𝛼 (2.7)

連続の式

∇ ⋅ 𝑣𝑣𝑣g = 0 (2.8)

∇ ⋅ 𝑣𝑣𝑣a + 𝜕𝜔
𝑝

= 0 (2.9)

熱力学の式

dg𝜃
d𝑡

+ 𝜔d𝜃0
d𝑝

= 𝜃0
𝑐𝑝𝑇0

𝑄̇

ここで 𝜃は，基本場 𝜃0(𝑝)からのずれで，偏差を示す ′ は省略する。

𝜃total(𝑥, 𝑦, 𝑝, 𝑡) = 𝜃0(𝑝) + 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑝, 𝑡)

熱力学の式は気温 𝑇を使って

dg𝑇
d𝑡

− 𝑝
𝑅

𝑆0𝜔 = 𝑄̇
𝑐𝑝

(2.10)

と表すこともできる。ここで

𝑆0 ≡ −𝛼0
𝜃0

d𝜃0
d𝑝

は，基本場の安定度を示す。また，Equation 2.7を用いると

dg

d𝑡
(𝜕𝜙

𝜕𝑝
) + 𝑆0𝜔 = −𝑅𝑄̇

𝑐𝑝𝑝
(2.11)

と書ける。
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2.3 𝜔方程式

準地衡風方程式系における鉛直循環を診断する古典的な 𝜔 方程式を導出する。簡単の
ため，𝑓 平面（𝑓 = 𝑓0）上で断熱（非断熱加熱 𝑄̇ = 0）の場合を考える。渦度方程式
Equation 2.6を 𝑓0 倍して 𝑝で微分したものから，熱力学方程式 Equation 2.11に∇2 を
作用させたものを引くと

(𝑆0∇2 + 𝑓2
0

𝜕2

𝜕𝑝2 ) 𝜔 = 𝐹1 + 𝐹2

を得る。ここで

𝐹1 = 𝑓0
𝜕

𝜕𝑝
(𝑢g

𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑣g
𝜕
𝜕𝑦

) (𝑓 + 𝜁g)

𝐹2 = ∇2 (𝑢g
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣g

𝜕
𝜕𝑦

) (−𝜕𝜙
𝜕𝑝

)

である。𝐹1 は絶対渦度の移流の高度変化を表し，差分渦度移流（differential vorticity
advection）と呼ばれる。𝐹2 は，温度移流の ∇2 に比例する。両者には異符号の共通項が
あり相殺するため，必ずしも適切な解釈ができるとは限らない。

2.4 Qベクトル

以下のように温度風平衡から導出すると，鉛直流 𝜔を駆動する強制項を簡潔に表現するこ
とができ，古典的な 𝜔方程式に比べて明瞭な解釈が可能である。

2.4.1 Qベクトルの導出

𝑓 平面（𝑓 = 𝑓0）上で断熱（非断熱加熱 𝑄̇ = 0）のとき運動方程式 Equation 2.4，
Equation 2.5は

dg𝑢g

d𝑡
= 𝑓0𝑣a,

dg𝑣g

d𝑡
= −𝑓0𝑢a

となる。Equation 2.3の右辺を 𝑝で微分し，静力学平衡 Equation 2.7を用いると温度風
平衡

𝑓0
𝜕𝑢g

𝜕𝑝
= 𝑅

𝑝
𝜕𝑇
𝜕𝑦

(2.12)
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𝑓0
𝜕𝑣g

𝜕𝑝
= −𝑅

𝑝
𝜕𝑇
𝜕𝑥

(2.13)

が得られる。Equation 2.12の右辺のラグランジュ微分（d𝑔/d𝑡）をとると

dg

d𝑡
(𝑅

𝑝
𝜕𝑇
𝜕𝑦

) = 𝑆0
𝜕𝜔
𝜕𝑦

+ 𝑄𝑦 (2.14)

となる。ここで，

𝑄𝑦 ≡ −𝑅
𝑝

𝜕𝑣𝑣𝑣g

𝜕𝑦
⋅ ∇𝑇 (2.15)

である。Equation 2.12の左辺をラグランジュ微分し，Equation 2.12，Equation 2.13を
用いると

dg

d𝑡
(𝑓0

𝜕𝑢g

𝜕𝑝
) = 𝑓2

0
𝜕𝑣a
𝜕𝑝

− 𝑄𝑦 (2.16)

となる。Equation 2.14，Equation 2.16より，

𝑆0
𝜕𝜔
𝜕𝑦

− 𝑓2
0

𝜕𝑣a
𝜕𝑝

= −2𝑄𝑦 (2.17)

が得られる。同様に Equation 2.12のラグランジュ微分から，

𝑆0
𝜕𝜔
𝜕𝑥

− 𝑓2
0

𝜕𝑢a
𝜕𝑝

= −2𝑄𝑥 (2.18)

𝑄𝑥 ≡ −𝑅
𝑝

𝜕𝑣𝑣𝑣g

𝜕𝑥
⋅ ∇𝑇 (2.19)

を得る。Equation 2.17を 𝑦，Equation 2.18を 𝑥で微分して加え, 連続の式 Equation 2.9
を用いると 𝜔 に関する診断の式

(𝑆0∇2 + 𝑓2
0

𝜕2

𝜕𝑝2 ) 𝜔 = −2∇ ⋅ 𝑄𝑄𝑄 (2.20)

を得る。ここで𝑄𝑄𝑄 ≡ (𝑄𝑥, 𝑄𝑦)は Qベクトルと呼ばれる (Hoskins et al. 1978) 。
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2.4.2 非地衡風成分の役割

準地衡風方程式系における非地衡風成分の役割について考えよう。非地衡風成分がないと
き，Equation 2.14は地衡風成分のみで強制された気温傾度の時間変化

dg

d𝑡
(𝑅

𝑝
𝜕𝑇
𝜕𝑦

) = 𝑄𝑦

Equation 2.16は鉛直シアの変化

dg

d𝑡
(𝑓0

𝜕𝑢g

𝜕𝑝
) = −𝑄𝑦

を表す。これらは大きさが同じで符号が反対なので，温度風平衡を壊すように働いてい
る。つまり，温度風平衡は非地衡風成分による鉛直循環により維持されている。

2.4.3 Qベクトルの見方

高度場や気温の分布が与えられたときに，Qベクトルがどのようになるか理解するため，
簡単な場合について考えてみよう (Sanders and Hoskins 1990) 。Equation 2.15 及び
Equation 2.19で等温線と平行に 𝑥軸をとると 𝜕𝑇 /𝜕𝑥 = 0となるので

𝑄𝑄𝑄 = −𝑅
𝑝

𝜕𝑇
𝜕𝑦

(
𝜕𝑣g

𝜕𝑥
, −

𝜕𝑢g

𝜕𝑥
) = −𝑅

𝑝
∣𝜕𝑇
𝜕𝑦

∣ (𝑘𝑘𝑘 ×
𝜕𝑣𝑣𝑣g

𝜕𝑥
) (2.21)

と変形することができる。すなわち，𝑄𝑄𝑄 は左手が寒気となるようにとった 𝑥 軸方向に
沿う地衡風ベクトルの変化（𝜕𝑣𝑣𝑣g/𝜕𝑥）を 90° 時計回りに回転（−𝑘𝑘𝑘× したものに比例
（𝑅/𝑝|𝜕𝑇 /𝜕𝑦|）する。

Qベクトルの性質をまとめると以下の通りである。

• Qベクトルは，収束域で上昇流，発散域で下降流を強制する Equation 2.20。
• Q ベクトルは，北風から南風に変わる低気圧の中心では東向き（温度風の向き），
南から北風に変わる高気圧の中心では西向き（温度風と反対向き）となり，低気圧
の前面で上昇流，後面で下降流を強制する。

• 等温線と等高線が平行で温度移流のない場合でも，風向きが北西から南西に変わる
谷（トラフ）で Qベクトルは東向きとなり，低気圧の前面に上昇流を強制する。

• 北風と南風とが合流する前線形成場では，東ほど風が強くなるため，Qベクトルは
南向きとなり，前線の南の温暖域で上昇流を強制する。
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• 暖気に向いた Qベクトルは前線形成，等温線と平行な Qベクトルは不活発，寒気
に向いた Qベクトルは前線消滅を示す。

連続の式を用いずに Equation 2.21を

𝑄𝑄𝑄 = −𝑅
𝑝

𝜕𝑇
𝜕𝑦

(
𝜕𝑣g

𝜕𝑥
,

𝜕𝑣g

𝜕𝑦
) (2.22)

と表すと，𝑣g のシアーのみで Qベクトルが決まる（Equation 2.22）。𝜕𝑣g/𝜕𝑥は北風最
大の西で負，東で正，𝜕𝑣g/𝜕𝑦は北風最大の北で正，南でなので，北風最大の周りで Qベ
クトルは発散する。

Figure2.1: 南北温度傾度のみ場合の場における低気圧に伴う Q ベクトル (Enomoto
2019)

2.5 実際の例

NCEP/NCAR 再解析 (Kalnay et al. 1996) を用いて行なった Q ベクトル解析の例を
示す。



18 第 2章 準地衡方程式系と鉛直循環

2.5.1 北米東岸の低気圧

1975 年 11 月 10 日 0 UTC，北米東岸の低気圧 (Hoskins and Pedder 1980) の例では，
700 hPa面の谷の後面（西側）に寒気がある) 。これに対応して，下降流とこれに対応す
る Qベクトルの発散が見られる。低気圧の前面では，Qベクトルが収束している。これ
よりも弱いが，寒冷前線でも Qベクトルが見られる。等温線を横切っているので，前線
形成が示唆される。一方，温暖前線では Qベクトルは等温線に平行であり重要でないこ
とが分る。

2.5.2 西日本豪雨

2018年 6月下旬から 7月上旬にかけて，台風や梅雨前線の影響により，西日本の広い範
囲で記録的な降水量を観測し，各地で水害や土砂災害を引き起こした。気象庁が「平成 30
年 7月豪雨」と命名したこの現象は「西日本豪雨」として知られている。降水量のピーク
は 7月 6日であったが，これに先行する 7月 4日に台風第 7号が日本海を北東進し温低化
している。北風の極大から Qベクトルが発散し，大陸から西日本に伸びる暖域に向かっ
て収束している。したがって，台風は梅雨前線の強化に寄与したと考えられる (Enomoto
2019) 。

INFO 課題

1. Equation 2.4，Equation 2.5から絶対渦度方程式 Equation 2.6を導出せよ。
2. Equation 2.7を用いて Equation 2.10を 𝜕𝜙/𝜕𝑝で表し、Equation 2.11を
導出せよ。

3. 絶対渦度方程式と 𝜕𝜙/𝜕𝑝で表した熱力学の式から時間微分の項を消去して，
𝜔方程式を導き，Equation 2.20と比較せよ。

4. 低気圧の事例を選んで Qベクトルを描け。領域はどこでもよい。高度を変え
るとどうなるか。参考: Pythonによる気象データサイエンス梅雨前線

https://www.dpac.dpri.kyoto-u.ac.jp/enomoto/pymetds/Q-vector.html
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傾圧不安定

この講義では，Pedlosky (1987) に基づき偏西風帯上で発生する温帯低気圧のメカニズム
である傾圧不安定について学ぶ。傾圧不安定において最も発達するモードが数千 kmにな
ることが示させる。温帯低気圧を総観規模擾乱とも呼ぶのは，水平スケールに由来して
いる。

3.1 基礎方程式系

この節では安定性問題を取り扱うために便利な基礎方程式系を対数気圧座標で表し，準地
衡風近似の下での渦位方程式を導出する。

3.1.1 対数気圧座標

傾圧不安定問題では，対数気圧座標

𝑧∗ = −𝐻 ln 𝑝
𝑝ref

を用いると便利である。ここで 𝑝ref は参照気圧，

𝐻 = 𝑅𝑇ref
𝑔

は参照気温 𝑇ref を用いたスケールハイトである。

𝑧∗ は 𝑝のみの函数なので，

( 𝜕
𝜕𝑡

)
𝑝

= ( 𝜕
𝜕𝑡

)
𝑧∗

, ∇𝑝 = ∇𝑧∗
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である。また

𝜕
𝜕𝑝

= −𝐻
𝑝

𝜕
𝜕𝑧∗ ,

𝜔 = − 𝑝
𝐻

𝑤∗, 𝑤∗ ≡ d𝑧∗

d𝑡

より，

d
d𝑡

= 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑣𝑣 ⋅ ∇ + 𝑤∗ 𝜕
𝜕𝑧∗

となる。

運動方程式

d𝑣𝑣𝑣
d𝑡

+ 𝑓𝑘𝑘𝑘 × 𝑣𝑣𝑣 = −𝑔∇𝑧

熱力学の式

d ln 𝜃
d𝑡

= 𝑄̇
𝑐𝑝𝑇

は 𝑝座標の Equation 2.1, Equation 2.2と同形である。

静力学平衡

𝜕𝜙
𝜕𝑧∗ = 𝑅𝑇

𝐻

連続の式

∇ ⋅ 𝑣𝑣𝑣 + 𝜕𝑤∗

𝜕𝑧∗ − 𝑤∗

𝐻
= 0 (3.1)

は

𝜌0 ≡ 𝜌ref exp (−𝑧∗

𝐻
)

を用いると，

∇ ⋅ 𝑣𝑣𝑣 + 1
𝜌0

𝜕(𝜌0𝑤∗)
𝜕𝑧∗ = 0 (3.2)

とも書ける。
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3.1.2 準地衡渦位方程式

𝑧∗ 座標での運動方程式は

dg𝑢g

d𝑡
= 𝑓0𝑣a + 𝛽𝑦𝑣g

dg𝑣g

d𝑡
= −𝑓0𝑢a − 𝛽𝑦𝑢g

であり 𝑝座標の Equation 2.4, Equation 2.5と同形である。

非地衡風成分の連続の式は，𝑝座標系 Equation 2.8の

∇ ⋅ 𝑣𝑣𝑣g = 0

∇ ⋅ 𝑣𝑣𝑣a + 𝜕𝜔
𝜕𝑝

= 0

及び Equation 3.2より

∇ ⋅ 𝑣𝑣𝑣a + 1
𝜌0

𝜕(𝜌0𝑤∗)
𝜕𝑧∗ = 0 (3.3)

となる。

熱力学の式は，𝑝座標系における 𝑇で表した Equation 2.10

dg𝑇
d𝑡

− 𝑝
𝑅

𝑆0𝜔 = 𝑄̇
𝑐𝑝

より

dg

d𝑡
( 𝜕𝜙

𝜕𝑧∗ ) + 𝑁 ∗2𝑤∗ = 𝜅𝑄̇
𝐻

(3.4)

と書ける。ここで，

𝑁 ∗2 ≡ 𝑅
𝐻

( 𝜕𝑇
𝜕𝑧∗ + 𝜅𝑇

𝐻
) = ( 𝑝

𝐻
)

2
𝑆0

𝜅 = 𝑅/𝑐𝑝 である。
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𝜕Equation 2.5/𝜕𝑥 − 𝜕Equation 2.4/𝜕𝑦より，準地衡渦度方程式

dg𝜁g

d𝑡
= 𝑓0

𝜌0

𝜕(𝜌0𝑤∗)
𝜕𝑧∗ − 𝛽𝑣𝑔 (3.5)

が得られる。ここで連続の式 Equation 2.8，Equation 3.3を用いた。

断熱（𝑄̇ = 0）のとき，Equation 3.5 と Equation 3.4から 𝑤∗ を消去すると，

dg𝑞
d𝑡

= 0 (3.6)

ここで 𝑞は，準地衡渦位

𝑞 = 𝑓0 + 𝛽𝑦 + ∇2𝜓 + 1
𝜌0

𝜕
𝜕𝑧∗ (𝜖𝜌0

𝜕𝜓
𝜕𝑧∗ ) , 𝜖 = 𝑓2

0
𝑁 ∗2

である。非粘性，断熱の場合，𝑞は保存する。

3.2 線型安定性問題

準地衡流線函数 𝜓を東西一様で定常な基本場と擾乱とに分ける。

𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧∗, 𝑡) = 𝜓(𝑦, 𝑧∗) + 𝜓′(𝑥, 𝑦, 𝑧∗, 𝑡)

擾乱は微小 𝜓 ≪ 1であるとし，2次の項は無視する。Equation 3.6を線型化すると

( 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑢 𝜕
𝜕𝑥

) 𝑞′ + 𝜕𝑞
𝜕𝑦

𝜕𝜓′

𝜕𝑥
= 0 (3.7)

となる。ここで，基本場は

𝑢 = 𝑢(𝑦, 𝑧∗)

のみとする。また，

𝑞′ = ∇2𝜓′ + 1
𝜌0

𝜕
𝜕𝑧∗ (𝜖𝜌0

𝜕𝜓′

𝜕𝑧∗ ) (3.8)

は渦位擾乱，

𝜕𝑞
𝜕𝑦

= 𝛽 − 𝜕2𝑢
𝜕𝑦2 − 1

𝜌0

𝜕
𝜕𝑧∗ (𝜖𝜌0

𝜕𝑢
𝜕𝑧∗ ) (3.9)
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は基本場の南北渦位勾配である。

南北の境界 𝑦 = ±𝐿で

𝑣′ = 𝜕𝜓′

𝜕𝑥
= 0, 𝜓′ = 0,

という側面境界条件を与える。上下端で 𝑤∗ = 0とし熱力学の式 Equation 3.4より

( 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑢 𝜕
𝜕𝑥

) 𝜕𝜓′

𝜕𝑧∗ − 𝜕𝑢
𝜕𝑧∗

𝜕𝜓′

𝜕𝑥
= 0 (3.10)

が境界条件となる。

線型安定性問題では，無限小振幅の擾乱に対する基本場 𝑢(𝑦, 𝑧∗)の安定性を調べる。流れ
が不安定で擾乱が成長すると，最終的には非線型効果が無視できなくなる。流れが安定で
も，有限振幅の擾乱に対しては不安定となる可能性がある。

3.2.1 不安定の必要条件

Equation 3.7に 𝜌0𝜓′ をかけて空間積分すると，

𝜕𝐸′(𝜓′)
𝜕𝑡

= ∫ ∫ 𝜌0 [𝜕𝜓′

𝜕𝑥
𝜕𝜓′

𝜕𝑦
𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝜖𝜕𝜓′

𝜕𝑥
𝜕𝜓′

𝜕𝑧∗
𝜕𝑢
𝜕𝑧

] d𝑦d𝑧∗

となる。ここで

𝐸′(𝜓′) = ∫ ∫ 𝜌0
2

[(𝜕𝜓′

𝜕𝑥
)

2
+ (𝜕𝜓′

𝜕𝑦
)

2
+ 𝜖 (𝜕𝜓′

𝜕𝑧∗ )
2
] d𝑦d𝑧∗

は擾乱の全エネルギーである。

右辺第 1 項は，レイノルズ応力 −𝜌0𝑣′𝑢′ と基本東西風の南北シアとの積で擾乱のエネ
ルギーが生じることを示す。この過程を順圧不安定（barotropic instability）と言う。
𝜕𝑢/𝜕𝑦 > 0 のところでは，𝜓′ が北西から南東に傾けば擾乱は発達する。右辺第 2 項は，
北向き温度フラックス 𝑣′𝑇 ′ と基本東西風の鉛直シア（南北温度傾度 −𝜕𝑇/𝜕𝑦）との積
に比例する擾乱のエネルギーが生ずることを示す。この過程を傾圧不安定（baroclinic
instability）と言う。基本場から擾乱への傾圧エネルギー変換が正になるためには擾乱の
軸は西に傾いていなければならない。

ところで，Equation 3.8より南北渦位フラックスは

𝜌0𝑣′𝑞′ = 𝜌0
𝜕
𝜕𝑦

𝜕𝜓′

𝜕𝑥
𝜕𝜓′

𝜕𝑦
+ 𝜕

𝜕𝑧∗ (𝜖𝜌0
𝜕𝜓′

𝜕𝑥
𝜕𝜓′

𝜕𝑧∗ ) (3.11)
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と書ける。

( 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑢 𝜕
𝜕𝑥

) 𝜂′ = 𝑣′

で定義される南北変位 𝜂′ を用いると

𝑞′ = −𝜂′ 𝜕𝑞
𝜕𝑦

,

𝑣′𝑞′ = − 𝜕𝑞
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑡

𝜂′2

2

となる。上下端では，Equation 3.10 より

𝜕𝜓′

𝜕𝑥
𝜕𝜓′

𝜕𝑧∗ = 𝜕𝑢
𝜕𝑧∗

𝜕
𝜕𝑡

𝜂′2

2

となる。Equation 3.11 を子午面積分すると

∫ ∫ 𝜌0
𝜕𝑞
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑡

𝜂′2d𝑦d𝑧∗ − ∫ 𝜖𝜌0
𝜕𝑢
𝜕𝑧∗

𝜕
𝜕𝑡

𝜂′2d𝑦∣
𝑧∗=0

= 0 (3.12)

を得る。ここで，上下端での摩擦がないとき

𝜕
𝜕𝑡

∫ ∫ 𝜌0𝑢d𝑦d𝑧∗ = − ∫ ∫ 𝜌0
𝜕
𝜕𝑦

𝑣′𝑢′d𝑦d𝑧∗ = 0

であることを用い，𝑧∗ → ∞ で 𝜂′ → 0 または 𝜕𝑢/𝜕𝑧 → 0 として上端での南北温度フ
ラックスの寄与を無視した。擾乱が成長する（𝜕𝜂′2/𝜕𝑡 > 0）とき，Equation 3.12 が成
り立つためには，以下のいずれか満たさなければならない。

• 𝑧∗ = 0で 𝜕𝑢/𝜕𝑧∗ = 0，即ち下端で南北温度傾度がないとき，𝜕𝑞/𝜕𝑦は符号を変え
なければならない（Rayleighの必要条件）。

• 𝜕𝑞/𝜕𝑦 ≥ 0がどこでも成り立つとき，下端のどこかで 𝜕𝑢/𝜕𝑧∗ > 0でなければなら
ない。

• 𝜕𝑢/𝜕𝑧∗ < 0がどこでも成り立つとき，どこかで 𝜕𝑞/𝜕𝑦 < 0でなければならない。

Equation 3.9 は

𝜕𝑞
𝜕𝑦

= 𝛽 − 𝜕2𝑢
𝜕𝑦

− 𝜖 𝜕2𝑢
𝜕𝑧∗2 + 𝜖

𝐻
𝜕𝑢
𝜕𝑧∗ − 𝜕𝜖

𝜕𝑧∗
𝜕𝑢
𝜕𝑧∗

と書ける。𝛽 > 0なので 𝜕𝑞/𝜕𝑦 < 0となるのは，曲率の大きなところである。ジェットは
大きな南北シアを伴うことがあり，順圧不安定を起こすことがある。中緯度における傾圧
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不安定は，通常 𝜕𝑞/𝜕𝑦 > 0で下端に西風シア 𝜕𝑢/𝜕𝑧∗ > 0（南北温度傾度）を伴うところ
で生ずる。

3.2.2 Eady問題

Eady (1949) は以下のような仮定をおいて，線型安定性問題を解いた。

• 基本場の密度一定（Boussinesq近似）
• 𝑓平面（𝛽 = 0）
• 鉛直シア一定 (𝑢 = Λ𝑧∗)
• 𝑧∗ = 0と 𝑧∗ = 𝐻は平坦な剛体底・天井 (rigid lid）。

この仮定の下では，擾乱の渦位方程式 Equation 3.7は

( 𝜕
𝜕𝑡

+ Λ𝑧∗ 𝜕
𝜕𝑥

) (∇2𝜓′ + 𝜖𝜕2𝜓′

𝜕𝑧∗2 ) = 0, (3.13)

境界条件は

( 𝜕
𝜕𝑡

+ Λ𝑧∗ 𝜕
𝜕𝑥

) 𝜕𝜓′

𝜕𝑧∗ − Λ𝜕𝜓′

𝜕𝑥
= 0 (3.14)

である。

ここで波動解

𝜓′ = ℜΨ(𝑧∗) exp[𝑖(𝑘𝑥 + 𝑙𝑦 − 𝑘𝑐𝑡)]

を仮定すると Equation 3.13 は

( d2

d𝑧∗2 − 𝜇2) Ψ = 0, 𝜇2 ≡ 𝑘2 + 𝑙2

𝜖
(3.15)

Equation 3.14 は

(Λ𝑧 − 𝑐) d𝜓
d𝑧∗ − ΛΨ = 0, 𝑧∗ = 0, 𝐻 (3.16)

となる。

Equation 3.16の一般解は

Ψ(𝑧∗) = 𝑎 cosh 𝜇𝑧∗ + 𝑏 sinh 𝜇𝑧∗ (3.17)
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と書ける。これを 𝑧∗ で微分すると

dΨ
d𝑧∗ = 𝑎𝜇 sinh 𝜇𝑧∗ + 𝑏𝜇 cosh 𝜇𝑧∗ (3.18)

となる。Equation 3.17，Equation 3.18を用いると，Equation 3.15は

( Λ 𝑐𝜇
(Λ𝐻 − 𝑐)𝜇 sinh(𝜇𝐻) − Λ cosh(𝜇𝐻) (Λ𝐻 − 𝑐)𝜇 cosh(𝜇𝐻) − Λ sinh(𝜇𝐻)) (𝑎

𝑏) = 0

(3.19)

と書ける。非自明解は

𝑐2 − Λ𝐻𝑐 + Λ2𝐻
𝜇

coth(𝜇𝐻) − Λ2

𝜇2 = 0

の解で

𝑐 = Λ𝐻
2

± Λ
𝜇

√ (𝜇𝐻
2

− tanh 𝜇𝐻
2

) (𝜇𝐻
2

− coth 𝜇𝐻
2

) (3.20)

となる。Equation 3.20を求める際

coth 𝑥 = 1
2

(tanh 𝑥
2

+ coth 𝑥
2

)

を用いた。𝜇𝐻/2 ≥ tanh(𝜇𝐻/2)なので，𝜇𝐻/2 > coth(𝜇𝐻/2)のとき，二つの解はとも
に実数である。𝜇𝐻が大きくなると二つの解は，底と天井の風速に漸近する（Figure 3.1）。

calc.c <- function(mu){

ifelse(mu == 0,

sqrt(-1/12 + 0i),

{

muh <- mu * 0.5

tanh.muh <- tanh(muh)

coth.muh <- 1 / tanh.muh

sqrt((muh - coth.muh) * (muh - tanh.muh) + 0i) / mu}

)

}

mu <- seq(0, 9, length.out = 101)

c.z <- calc.c(mu)
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c.i <- Im(c.z)

c.r1 <- 0.5 + Re(c.z)

c.r2 <- 0.5 - Re(c.z)

par(mfrow = c(2, 1), mar = c(2, 4, 2, 2))

plot(mu, c.i, type = "l", lwd = 2, xlab = "μ H")

plot(mu, c.r1, type = "l", lwd = 2, ylim = c(0, 1),

xlab = "μ H", ylab = "c.r")

lines(mu, c.r2, lwd = 2)

0 2 4 6 8

0.
00

0.
20

.H

c.
i

0 2 4 6 8

0.
0

0.
6

.H

c.
r

Figure3.1: 𝑐の虚部 𝑐i（上）と実部 𝑐r（下）。横軸は 𝜇𝐻

虚部が現れる臨界値は 𝜇c𝐻/2 = coth(𝜇c𝐻/2)より

𝜇c𝐻 ≈ 2.3994 (3.21)

で，𝜇 < 𝜇c のとき波は発達する（Figure 3.1）。

𝑙 = 0のとき

Λ
𝜇

= Λ𝑓0
𝑘𝑁 ∗

なので，成長率は
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𝑘𝑐i = Λ𝑓0
𝑁

√ (𝜇𝐻
2

− tanh 𝜇𝐻
2

) (𝜇𝐻
2

− coth 𝜇𝐻
2

) (3.22)

となる。Equation 6.3 が最大になる波数は

𝜇𝐻 = 𝑘m
𝑁 ∗𝐻

𝑓0
≈ 1.6061 (3.23)

で，このときの成長率は

𝑘m𝑐i
𝑁 ∗

Λ𝑓0
≈ 0.30982

Equation 3.23 は，Rossby の変形半径を 𝑁𝐻/𝑓 ≈ 106 とすると，約 4000 km となる。
成長率は，およそ 1 day−1 である（Figure 3.2）。

calc.mu <- function(k, n = 0, S = 0.25) {

sqrt((k^2 + ((n + 0.5) * pi)^2) * S)

}

k <- seq(0, 5, length.out = 101)

kci <- k * Im(calc.c(calc.mu(k)))

plot(k, kci, type = "l", lwd = 2)

0 1 2 3 4 5

0.
0

0.
2

0.
4

k

kc
i

Figure3.2: 成長率 𝑘𝑐i の波数 𝑘依存性。
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Equation 3.19 より 𝑏 = −Λ𝑎/𝜇𝑐なので

Ψ(𝑧∗) = cosh(𝜇𝑧∗) − Λ
𝜇𝑐

sinh(𝜇𝑧∗)

= (cosh(𝜇𝑧∗) − Λ𝑐r
𝜇|𝑐|2

sinh(𝜇𝑧∗)) + 𝑖 Λ𝑐i
𝜇|𝑐|2

sinh(𝜇𝑧∗)

となる。ここで

1
𝑐

= 1
𝑐r + 𝑖𝑐i

= 𝑐r − 𝑖𝑐i
|𝑐|2

を用いた。線型論では，擾乱の振幅は求まらないことに注意する。𝜓′ は

𝜓′ = ℜ exp(𝑘𝑐i𝑡) cos(𝑙𝑦)Ψ(𝑧∗) exp[𝑖𝑘(𝑥 − 𝑐r𝑡)]
= exp(𝑘𝑐i𝑡))|Ψ(𝑧∗)| cos(𝑙𝑦) cos[𝑘𝑥 + 𝛼(𝑧∗) − 𝑘𝑐r𝑡]

(3.24)

と書ける。ここで

|Ψ(𝑧)|2 = (cosh(𝜇𝑧∗) − Λ𝑐r
𝜇|𝑐|2

sinh(𝜇𝑧∗))
2

+ Λ2𝑐2
i

𝜇2|𝑐|4
sinh2(𝜇𝑧∗) (3.25)

tan 𝛼(𝑧∗) = Λ𝑐i
𝜇|𝑐|2 coth(𝜇𝑧∗) − Λ𝑐r

(3.26)

である。

𝑥 = −𝛼(𝑧∗)
𝑘

+ const

となるので，等位相線は西に傾くことが分る（Figure 3.3）。

k <- 3.1277

mu <- calc.mu(k)

z <- seq(0, 1, length.out = 101)

muz <- mu * z

c.z <- calc.c(mu)

c.r <- 0.5

c.i <- Im(c.z)

muc.2 <- mu * (c.r^2 + c.i^2)

x <- cosh(muz) - 0.5 * sinh(muz) / muc.2

y <- c.i * sinh(muz) / muc.2
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phi <- sqrt(x^2 + y^2)

alpha <- atan2(y, x)

plot(phi, z, type = "l", xlim = c(0, pi / 2), lwd = 2, xlab = "|Φ|, arg Φ")

lines(alpha, z, lwd = 2, col = "blue")

legend("topleft", c("|Φ|", "arg Φ"), lwd = 2, col = c("black", "blue"))

0.0 0.5 1.0 1.5

0.
0

0.
4

0.
8

|.|, arg .

z

|.|
arg .

Figure3.3: 正規化された振幅 |Φ|と位相 argΦの鉛直分布。

Equation 3.24を 𝑥, 𝑦, 𝑧で微分し，運動量及び熱フラックスを計算する。𝑢′ と 𝑣′ は 90∘

位相がずれているので，

𝜌0
𝜕𝜓′

𝜕𝑥
𝜕𝜓′

𝜕𝑦
= 0 (3.27)

である。熱フラックスは

𝜌0
𝜕𝜓′

𝜕𝑥
𝜕𝜓′

𝜕𝑧∗ = 𝜌0 exp(2𝑘𝑐i𝑡)
|Ψ(𝑧∗)|2

2
𝑘𝜕𝛼(𝑧∗)

𝜕𝑧∗ cos2(𝑙𝑦) (3.28)

と書ける。𝜕𝛼/𝜕𝑧∗ は正なので，熱フラックスは北向きで，基本場の温度傾度と逆方向で
ある。Equation 3.25 と Equation 3.26を用いると，熱フラックスは高さに依存しないこ
とを示すことができる。Eady問題では 𝜕𝑞/𝜕𝑦 = 0なので，渦位フラックス
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𝑣′𝑞′ = 0

である。

INFO 課題

1. Equation 3.21の 𝜇c𝐻 ≈ 2.3994を数値的に求めよ。

uniroot(function(mu){1 / tanh(0.5 * mu) - 0.5 * mu}, c(1, 3))$root

[1] 2.399341

2. Equation 3.27，Equation 3.28を示せ。
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渦度と循環

Pedlosky (1987) に基づいて渦度について学ぶ。

4.1 渦度

渦度ベクトルは速度の回転として定義される。

𝜔𝜔𝜔 = ∇ × 𝑢𝑢𝑢

デカルト座標で書き下すと

𝜔𝑥 = 𝜕𝑤
𝜕𝑦

− 𝜕𝑣
𝜕𝑧

𝜔𝑦 = 𝜕𝑢
𝜕𝑧

− 𝜕𝑤
𝜕𝑥

𝜔𝑧 = 𝜕𝑣
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢
𝜕𝑦

流れが閉じてなくても，シアーがあれば渦度があることに注意。

4.1.1 例題 剛体回転

角速度ΩΩΩ0 = constの剛体回転を考える。

1. 𝑟𝑟𝑟における速度 𝑢𝑢𝑢 = ΩΩΩ0 × 𝑟𝑟𝑟
2. ΩΩΩ0 = Ω0𝑥𝑖𝑖𝑖 + Ω0𝑦𝑗𝑗𝑗 + Ω0𝑧𝑘𝑘𝑘 とすると 𝑢 = Ω0𝑦𝑧 − Ω0𝑧𝑦, 𝑣 = Ω0𝑧𝑥 − Ω0𝑥𝑧, 𝑤 =

Ω0𝑥𝑦 − Ω0𝑦𝑥
3. ΩΩΩ0 = Ω0𝑘𝑘𝑘 のとき 𝑢 = −Ω0𝑦, 𝑣 = Ω0𝑥, 𝑤 = 0 𝜔𝑥 = 0, 𝜔𝑦 = 0, 𝜔𝑧 = Ω0 + Ω0 =

2Ω0
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4. 一般に 𝜔𝜔𝜔 = 2ΩΩΩ0

ベクトル解析の公式

∇ × (𝐴𝐴𝐴 × 𝐵𝐵𝐵) = (𝐵𝐵𝐵 ⋅ ∇)𝐴𝐴𝐴 − (𝐴𝐴𝐴 ⋅ ∇)𝐵𝐵𝐵 + 𝐴𝐴𝐴(∇ ⋅ 𝐵𝐵𝐵) − 𝐵𝐵𝐵(∇ ⋅ 𝐴𝐴𝐴)

で𝐴𝐴𝐴 = ΩΩΩ0,𝐵𝐵𝐵 = 𝑟𝑟𝑟とおくと，𝜔𝜔𝜔は定ベクトル ∇ ⋅ 𝑟𝑟𝑟 = 3を用いて

∇ × (ΩΩΩ0 × 𝑟𝑟𝑟) = (𝑟𝑟𝑟 ⋅ ∇)ΩΩΩ0 − (ΩΩΩ0 ⋅ ∇)𝑟𝑟𝑟 + ΩΩΩ0(∇ ⋅ 𝑟𝑟𝑟) − 𝑟𝑟𝑟(∇ ⋅ ΩΩΩ0)
= 0 − ΩΩΩ0 + 3ΩΩΩ0 = 2ΩΩΩ0

4.1.2 絶対渦度

非回転系からみた渦度

𝜔𝜔𝜔𝑎 = ∇ × (𝑢𝑢𝑢 + ΩΩΩ × r) = 𝜔𝜔𝜔 + 2

を絶対渦度という。絶対渦度は相対渦度 𝜔𝜔𝜔 = ∇ × 𝑢𝑢𝑢と惑星渦度 2ΩΩΩとの和である。惑星
渦度の地表面に垂直な成分

𝑓 = 2Ω sin 𝜙

をコリオリパラメタという。

4.1.3 ロスビー数

ロスビー数は移流項とコリオリ項との比として定義されるが，相対渦度の鉛直成分とコリ
オリパラメタとの比でもある。

𝜔𝑛 = 𝒪(𝑈
𝐿

)

𝜔𝑛
𝑓

= 𝑈
𝑓𝐿

= 𝑈
2Ω𝐿 sin 𝜙

= 𝑅𝑜
sin 𝜙

中高緯度のゆっくりとした大規模運動はロスビー数が小さく，渦を伴っており，相対渦度
が絶対渦度に比べて小さい。
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4.1.4 例題渦度は非発散

渦度を速度 𝑢𝑢𝑢で表し，ベクトル解析の公式

∇ ⋅ ∇ × 𝐴𝐴𝐴 = 0

を用いると

∇ ⋅ 𝜔𝜔𝜔 = ∇ ⋅ ∇ × 𝑢𝑢𝑢 = 0

4.1.5 渦線・渦管・渦糸

渦線 vortex line 線上の各点で接線が渦度ベクトルの向きに一致
渦管 vortex tube 閉曲線 𝐶を通る渦線によって作られる管
渦糸 vortex filnament 断面積が無限小の渦管に含まれる流体

渦管を横切る成分の渦度はない。また渦度は非発散なので

∭
𝑉

d𝑉 ∇ ⋅ 𝜔𝜔𝜔𝑎 = ∬
𝐴

𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ 𝑛𝑛𝑛d𝐴 = 0 (4.1)

𝑛𝑛𝑛は外向き法線で，Gaussの発散定理を用いた。

4.1.6 渦管の強さ

渦管の強さを

ΓΓΓ𝑎 ≡ ∬𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ 𝑛𝑛𝑛d𝐴

で定義する。円柱状の渦管の入口を 𝐴′，出口を 𝑛𝑛𝑛𝐴 とすると，𝑛𝑛𝑛𝐴′ = −𝑛𝑛𝑛′
𝐴 なので，

Equation 4.1より

∬
𝐴

𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ 𝑛𝑛𝑛𝐴d𝐴 + ∬
𝐴′

𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ (−𝑛𝑛𝑛𝐴′)d𝐴 = 0

∬
𝐴

𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ 𝑛𝑛𝑛𝐴d𝐴 = ∬
𝐴′

𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ 𝑛𝑛𝑛𝐴′d𝐴

従って 𝑛𝑛𝑛の向き ΓΓΓ𝑎 は渦管に沿って一定である。
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4.2 循環

ストークスの定理より渦管の強さは

ΓΓΓ𝑎 = ∬𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ 𝑛𝑛𝑛d𝐴 = ∮
𝐶

𝑢𝑢𝑢I ⋅ d𝑟𝑟𝑟

ΓΓΓ = ∬𝜔𝜔𝜔 ⋅ 𝑛𝑛𝑛d𝐴 = ∮
𝐶

𝑢𝑢𝑢 ⋅ d𝑟𝑟𝑟

と速度を閉曲線 𝐶に沿って積分した値，循環で表すことができる。すなわち循環は渦管の
強さを表す。

4.2.1 循環の時間発展

dΓ
d𝑡

= d
d𝑡

∮
𝐶

𝑢𝑢𝑢 ⋅ d𝑟𝑟𝑟 = ∮
𝐶

d𝑢
d𝑡

⋅ d𝑟𝑟𝑟 + ∮
𝐶

𝑢𝑢𝑢 ⋅ d
d𝑡

右辺第 2項

∮
𝐶

𝑢𝑢𝑢 ⋅ d
d𝑡

= ∮
𝐶

𝑢𝑢𝑢 ⋅ d𝑢𝑢𝑢 = 1
2

∮
𝐶

d|𝑢𝑢𝑢|2 = 0

運動方程式を 𝐶に沿って線積分 ∮
𝐶

⋅ d𝑟𝑟𝑟すると

dΓ
d𝑡

= − ∮
𝐶

(2ΩΩΩ × 𝑢𝑢𝑢) ⋅ d𝑟𝑟𝑟 − ∮
𝐶

∇𝑝
𝜌

⋅ d𝑟𝑟𝑟 + ∮
𝐶

𝐹𝐹𝐹
𝜌

⋅ d𝑟𝑟𝑟

4.2.2 循環の時間発展: コリオリ力

北半球 ΩΩΩ > 0で閉曲線 𝐶から発散しているとき −2ΩΩΩ × 𝑢𝑢𝑢は 𝑢𝑢𝑢の進行方向に対して右向
きなので循環を弱める。

dΓ
d𝑡

< 0
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4.2.3 循環の時間発展: 気圧傾度力

一様な上向きの −∇𝑝に対して、軽い右側の流体が重い左側の流体よりも浮力 −∇𝑝/𝜌大

dΓ
d𝑡

> 0

− ∮
𝐶

∇𝑝
𝜌

⋅ d𝑟𝑟𝑟

= − ∬
𝐴

∇ × (∇𝑝
𝜌

) ⋅ 𝑛𝑛𝑛 d𝐴

= ∬
𝐴

∇𝜌 × ∇𝑝
𝜌2 ⋅ 𝑛𝑛𝑛 d𝐴

∇𝜌 × ∇𝑝 = 0 順圧
∇𝜌 × ∇𝑝 ≠ 0 傾圧

4.2.4 循環の時間発展: 摩擦力

𝐹𝐹𝐹/𝜌 = 𝜈∇2𝑢𝑢𝑢, 𝜈 ≡ 𝜇/𝜌

𝜈 ∮
𝐶

∇2𝑢𝑢𝑢 d𝑟𝑟𝑟 = −𝜈 ∮
𝐶

(∇ × 𝜔𝜔𝜔) ⋅ d𝑟𝑟𝑟

∇ × (∇ × 𝑢𝑢𝑢) = ∇(∇ ⋅ 𝑢𝑢𝑢) − ∇2𝑢𝑢𝑢

𝜔𝑥 = 𝜔𝑦 = 0で 𝜔𝑧 が内部ほど大

−𝜈(∇ × 𝜔𝜔𝜔) ⋅ d𝑟𝑟𝑟 = −𝜈𝜕𝜔𝑧
𝜕𝑦

d𝑥

𝜕𝜔𝑧
𝜕𝑦 > 0なので dΓ

d𝑡 < 0
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4.2.5 Kelvinの定理

非回転系の運動方程式を閉曲線 𝐶に沿って積分

dΓ𝑎
d𝑡

= − ∮
𝐶

∇𝑝
𝜌

⋅ d𝑟𝑟𝑟 + ∮
𝐶

𝐹𝐹𝐹
𝜌

⋅ d𝑟𝑟𝑟

流体が 𝐶上で (1)順圧で (2)𝐹𝐹𝐹 = 0のとき Γ𝑎 は保存。

• Γ𝑎 = Γ + 2Ω𝐴𝑛: Γが増加（減少）すると 2Ω𝐴𝑛 が減少（増加）
• Γ𝑎 = ∬

𝐴
𝜔𝜔𝜔a ⋅ 𝑛𝑛𝑛d𝐴: 渦管が細く（太く）なると 𝜔𝜔𝜔a が増大（減少）

• Kelvinの定理が成立: 渦管（極限としての渦糸）は流体と共に移動
• 粘性は渦糸を拡散し、傾圧効果は渦糸を生成

4.3 渦度方程式

d𝜔𝜔𝜔
d𝑡

= (𝜔𝜔𝜔a ⋅ ∇)𝑢𝑢𝑢 − 𝜔𝜔𝜔a∇ ⋅ 𝑢𝑢𝑢 + 1
𝜌2 (∇𝜌 × ∇𝑝) + ∇ × 𝐹𝐹𝐹

𝜌

1. シアーによる生成 𝜔𝑥 = 𝜔a
𝜕𝑢
𝜕𝑧

2. 渦管の収束による生成 d𝜔𝑧
d𝑡 = 𝜔a( 𝜕𝑢

𝜕𝑥 + 𝜕𝑣
𝜕𝑦 )

3. 傾圧効果による生成
4. 粘性による拡散
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渦位

5.1 順圧渦位

浅水波方程式系，摩擦なしで保存する (Rossby 1940)。

𝑃 = 𝑓 + 𝜁
ℎ

d
d𝑡

+ (𝑓 + 𝜁)∇ ⋅ 𝑣𝑣𝑣 = 0

dℎ
d𝑡

+ ℎ∇ ⋅ 𝑣𝑣𝑣 = 0

から

d
d𝑡

(𝑓 + 𝜁
ℎ

)

が得られる。

二つの等温位面の厚さを

Δ ≡ −𝛿𝑝
𝑔

とすると

𝑃 = 𝑓 + 𝜁𝜃
Δ

と書ける。
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5.2 傾圧渦位

[Ertel (1942a);Ertel (1942b);Ertel (1942c);Ertel (1942d)](英訳 Schubert et al. 2004)
は次の傾圧渦位を導出した。

𝑃 = 𝜔𝜔𝜔𝑎
𝜌

⋅ ∇𝜃

d𝜔𝜔𝜔𝑎
d𝑡

= (𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ ∇)𝑢𝑢𝑢 − 𝜔𝜔𝜔𝑎∇ ⋅ 𝑢𝑢𝑢 + 1
𝜌2 (∇𝜌 × ∇𝑝) + ∇ × 𝐹𝐹𝐹

𝜌
d𝜌
d𝑡

= −𝜌∇ ⋅ 𝑢𝑢𝑢

より

d
d𝑡

(𝜔𝜔𝜔𝑎
𝜌

) = (𝜔𝜔𝜔𝑎
𝜌

⋅ ∇)𝑢𝑢𝑢 + 1
𝜌3 (∇𝜌 × ∇𝑝) + 1

𝜌
∇ × 𝐹𝐹𝐹

𝜌
(5.1)

∇𝜃と Equation 5.1との内積

∇𝜃 ⋅ d
d𝑡

(𝜔𝜔𝜔𝑎
𝜌

) = ∇𝜃 ⋅ (𝜔𝜔𝜔𝑎
𝜌

⋅ ∇)𝑢𝑢𝑢 + ∇𝜃 ⋅ 1
𝜌3 (∇𝜌 × ∇𝑝) + ∇𝜃

𝜌
⋅ ∇ × 𝐹𝐹𝐹

𝜌

𝜔𝜔𝜔𝑎
𝜌

⋅ d
d𝑡

∇𝜃 = (𝜔𝜔𝜔𝑎
𝜌

⋅ ∇) d𝜃
d𝑡

− [(𝜔𝑎
𝜌

⋅ ∇)𝑢𝑢𝑢] ⋅ ∇𝜃

を用いると

d
d𝑡

[𝜔𝜔𝜔𝑎
𝜌

⋅ ∇𝜃] = (𝜔𝜔𝜔𝑎
𝜌

⋅ ∇) 𝑄
Π

+ ∇𝜃 ⋅ 1
𝜌3 (∇𝜌 × ∇𝑝) + ∇𝜃

𝜌
⋅ ∇ × 𝐹𝐹𝐹

𝜌

が得られる。

傾圧渦位

𝑃 = 𝜔𝜔𝜔𝑎
𝜌

⋅ ∇𝜃 (5.2)

は以下の条件で保存

d𝑃
d𝑡

= 0
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1. 非断熱加熱なし（𝑄 = 0），つまり 𝜃が保存
2. 摩擦なし（∇𝐹 = 0）
3. 順圧 ∇𝜌 × ∇𝑝 = 0または 𝜃 = 𝜃(𝜌, 𝑝)

5.3 等圧面渦位

静力学平衡を仮定すると 𝑝座標の「密度」は

𝑚 = 𝜌𝜕𝑧
𝜕𝑝

= −1/𝑔

と表されるので等圧面渦位は

𝑃 = −𝑔𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ ∇𝜃

と表される。

5.4 等温位面渦位

等温位座標の気圧傾度力を求める。温位 𝜃 ≡ 𝑇(𝑝/𝑝𝑝)−𝜅 の対数微分

∇𝜃 ln 𝜃 = ∇𝜃 ln 𝑇 − 𝑅
𝑐𝑝

∇𝜃 ln 𝑝 = 0

より

1
𝜌

∇𝜃𝑝 = ∇𝜃𝑐𝑝𝑇

と書ける。したがって気圧傾度力は

−1
𝜌

∇𝑧𝑝 = −1
𝜌

∇𝜃𝑝 − 𝑔∇𝜃𝑧 = −∇𝜃𝑀

ここで

𝑀 ≡ 𝑐𝑝𝑇 + 𝑔𝑧

はMontgomery流線函数である。
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運動方程式

𝜕𝑣𝑣𝑣
𝜕𝑡

+ ∇𝜃 (1
2

|𝑣𝑣𝑣|2 + 𝑀) + (𝑓 + 𝜁𝜃)𝑘𝑘𝑘 × 𝑣𝑣𝑣 = 𝐹𝐹𝐹 − ̇𝜃 𝜕𝑣𝑣𝑣
𝜕𝜃

に 𝑘𝑘𝑘 ⋅ ∇𝜃×を作用させると

d
d𝑡

+ (𝑓 + 𝜁𝜃)∇𝜃 ⋅ 𝑣𝑣𝑣 = 𝑘𝑘𝑘 ⋅ ∇𝜃 × (𝐹𝐹𝐹 − ̇𝜃 𝜕𝑣𝑣𝑣
𝜕𝜃

) (5.3)

が得られる。ここで
d
d𝑡

≡ 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑣𝑣 ⋅ ∇𝜃 である。

連続の式

d𝑚
d𝑡

+ 𝑚∇𝜃 ⋅ 𝑣𝑣𝑣 = − ̇𝜃𝜕𝑚
𝜕𝜃

− 𝑚 𝜕 ̇𝜃
𝜕𝜃

= − 𝜕
𝜕𝜃

を用いて渦度方程式 Equation 5.3から ∇𝜃 ⋅ 𝑣𝑣𝑣を消去すると

d𝑃
d𝑡

= 𝑃
𝑚

𝜕
𝜕𝜃

+ 1
𝑚

𝑘𝑘𝑘 ⋅ ∇𝜃 × (𝐹𝐹𝐹 − ̇𝜃 𝜕𝑣𝑣𝑣
𝜕𝜃

)

𝑃 ≡ 𝑓 + 𝜁𝜃
𝑚

は断熱 ̇𝜃 = 0，摩擦なし 𝐹𝐹𝐹 = 0のときに保存する。

静力学平衡𝑚 = −𝑔−1 𝜕𝑝/𝜕𝜃 を仮定すると

𝑃 = −𝑔𝑓 + 𝜁𝜃
𝜕𝑝/𝜕𝜃

を得る。

摩擦がないとき

d
d𝑡

∬
𝐴

𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ 𝑛𝑛𝑛d𝐴 = ∬
𝐴

(∇𝜌 × ∇𝑝
𝜌2 ) ⋅ 𝑛𝑛𝑛d𝐴

等温位面では右辺 = 0。𝐴の境界 𝐶で Kelvinの定理が成り立つ。

微小領域 𝛿𝐴 で

d
d𝑡

(𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ 𝑛𝑛𝑛𝛿𝐴) = 0
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𝜃と 𝜃 − 𝛿𝜃で挟まれた微小な柱

𝛿𝑚 = 𝜌𝛿𝐴𝛿ℓ = 𝜌𝛿𝐴 𝛿𝜃
|∇𝜃|

を考える。

𝛿𝐴 = 𝛿𝑚
𝜌

|∇𝜃|
𝛿𝜃

𝛿𝜃 = |∇𝜃|𝑛𝑛𝑛なので

d
d𝑡

(𝜔𝜔𝜔𝑎 ⋅ ∇𝜃
𝜌

𝛿𝑚
𝛿𝜃

) = 0

𝛿𝑚, 𝛿𝜃 は共に定数なので，Equation 5.2は保存する。
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第 6章

最適励起

順圧不安定あるいは傾圧不安定な背景場における摂動の発生及び発達を理解することは気
象力学の重要な目的である。{#sec-eady}では、線型化された方程式の指数函数的に発達
するモードの存在が不安定の要因であることを示した。これは Rayleigh (1880) 以来の
ノーマルモードの考え方で、時刻 𝑡 → ∞での極限での不安定である。以下に示すように、
安定または中立な場においても、摂動は有限時間では形状を変えながら発達する。このよ
うな摂動の非モード成長は、観測事実とも整合する。有限時間内に最大成長する初期摂動
を最適励起摂動という。ここでは、Farrell and Ioannou (1996) に基づいて、最適励起を
含めた一般化された不安定問題を議論し、2次元線型減衰力学系の例を示す。

6.1 非正規力学系

一次摂動に対する線型力学系は次のように表すことができる。

d𝑢𝑢𝑢
d𝑡

= A𝑢𝑢𝑢 (6.1)

ここで、Equation 6.1 を離散化し、𝑢𝑢𝑢(𝑡) を状態ベクトル、A は線型化された力学系演算
子を表す行列である。背景場が定常であるとすると、A は時間に依存しないので、解は次
のように書ける。

𝑢𝑢𝑢(𝑡) = 𝑒A𝑡𝑢𝑢𝑢0 (6.2)

ここで、[𝑡, 0] = 𝑒A𝑡 は、時刻 0から 𝑡 までの時間発展行列である。

Aが正規行列、つまり AA† = A†A（† はエルミート転置）なら、固有ベクトルは直交
基底をなし、その集合は完備である。正規行列 A の最大成長率は固有スペクトル Λ(A)
の実部の最大
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𝜆ℝ
max(A) = max{ℜ[Λ(A)]}

であり、スペクトル半径の最大実部（複素平面の実軸つまり横軸で表されることから
spectral abscissa）と呼ばれる。

時間発展演算子のスペクトルノルム ‖ ⋅ ‖ は

∥𝑒A𝑡∥ = 𝑒𝜆ℝ
max(A)𝑡

で行列の最大特異値で表される。ノーマルモード不安定の例として、静止背景流中の対流
の発生（Rayleigh–Bénard問題）が挙げられる。

6.2 有限時間における摂動の成長

非正規演算子の有限時間における成長の力学は、演算子のスペクトルからは分からない。
摂動の成長は、次の式で表す。

𝜎2 = (𝑢𝑢𝑢(𝑡),𝑢𝑢𝑢(𝑡))
(𝑢𝑢𝑢(0),𝑢𝑢𝑢(0))

= (𝑒A𝑡𝑢𝑢𝑢(0), 𝑒A𝑡𝑢𝑢𝑢(0))
(𝑢𝑢𝑢(0),𝑢𝑢𝑢(0))

= (𝑒A†𝑡𝑒A𝑡𝑢𝑢𝑢(0),𝑢𝑢𝑢(0))
(𝑢𝑢𝑢(0),𝑢𝑢𝑢(0))

(6.3)

ここで内積 (⋅) はベクトル空間に対するユークリッドノルムを生成する。

Equation 6.3 から、時間 𝑡 の間に最も成長する摂動は、最大固有値 𝜆max (𝑒A†𝑡𝑒A𝑡) =
‖𝑒A𝑡‖2 で、以下に述べるように特異値分解で求めることができる。

6.3 時間発展演算子の特異値分解

時間発展演算子の特異値分解 SVD (singular value decomposition)

𝑒A𝑡 = UΣV†

により、初期状態（ユニタリ行列 V の列）最終状態（ユニタリ行列 U の列）の完備な集
合及び成長 𝜎𝑖（Σ の対角要素）が得られる。

ある時間で最大成長する初期条件を最適摂動という。V𝑖 は特異値の順に並べることがで
き、互いに直交する最適基底をなす。

6.4 固有ベクトルへの最大射影

最も効率がよい Aの固有ベクトルの励起は、このベクトルへの射影が最大なる単にベク
トルと定義される。スペクトル半径の最大実部 𝜆ℝ

max(A) は 𝑡 → ∞ での最適励起でもあ
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る。正規演算子では、直交性により最大射影する単にベクトルはそのモード自身に一致
する。非正規演算子では、固有ベクトルが直交しない。最大射影するベクトルは、双直交
（biorthogonal）ベクトルである。

6.5 最適励起の二つの極限

6.5.1 𝑡 → ∞

ノーマルモード理論と同様に、最大の実部を持つ固有値に対応する固有函数が最大成長す
る。E を固有値の順に並べた固有ベクトルを列とする行列 Δ をモード成長率を示す対角
行列とする。

相似変換
𝑒A𝑡 = E𝑒Δ𝑡E−1 (6.4)

において、𝑡 → ∞ では、E の第一列と E−1 の第一行が卓越し、その増幅率は 𝑒ℜΔ11𝑡。

lim
𝑡→∞

𝑒A𝑡
𝛼𝛽 = E𝛼1𝑒ℜΔ11𝑡E−1

1𝛽

これは、時間 𝑡 で最大成長する単位ノルムの初期条件が E−1
1𝛽 の複素共軛であることを示

している。ノーマルモード理論において、固有値の実部の最大である固有ベクトルが卓越
することを正しく示している。一方、このモードを励起する最適な初期条件は、そのモー
ド自体ではなく、その双直交であることはノーマルモード理論から自明ではない。

6.5.2 𝑡 → 0

最大瞬時成長は、テイラー展開で与えられる。

𝑒A†𝑡𝑒A𝑡 ≈ (I + A†𝑡)(I + A𝑡) = I + (A + A†)𝑡 + 𝑂(𝑡2)

最大瞬時成長率の厳しい上限は数値的最大実部（numerical abscissa）𝛼(A) で与えられ、
A + A† の固有値解析により求めることができる。

気象で重要な時間スケールは二つの極限の間にあり、時間発展演算子の SVD解析で初期
と最終構造を特定できる。この二つの極限を含めることにより、ノーマルモードよりも一
般的な安定性解析を行うことができる。

6.6 二次元線型力学系の例

次の式で支配される簡単な力学系の一般化された安定性解析を行う。
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A = (−1 − cot 𝜃
0 −2 ) (6.5)

安定固有値 −1, −2 に対応する固有ベクトルを並べた行列は次のようになる。

E = (1 cos 𝜃
0 sin 𝜃) (6.6)

Equation 6.5 の非正規性は交換子を計算することにより明らかになる。

AA† − A†A = cot 𝜃 (cot 𝜃 1
1 − cot 𝜃) (6.7)

Equation 6.7 は 𝜃 = 𝜋/2 の場合に 0となり、このとき Equation 6.5 は正規行列である。

6.6.1 非正規成長

最大瞬時成長率 lim𝑡→0 ∥𝑒A𝑡∥ は (A + A†)/2 の最大固有値で与えられる。最大瞬時成
長は sin 𝜃 < 1/3 のときに生じる。最大瞬時成長率を持つ単位ノルム摂動は 𝑥 軸と
𝜃𝛼 = arctan[(sin 𝜃 − 1)/ cos 𝜃] の角度をなす。𝜃 = 𝜋/2 のとき、系は正規となり、数値
的最大実部は最も減衰の小さい固有ベクトルの方向である 𝑥 軸と一致し、なす角度は
𝜃𝛼 = 0 となる。𝜃 → 0 の極限で非正規性が最大となるが、そのとき 𝜃𝛼 = −𝜋/4 である。

Figure 6.1 に 𝜃 = 𝜋/100 のときの時間変化傾向と最大成長及び最大減衰の方向を示す。

x <- seq(-1, 1, length.out = 10)

y <- seq(-1, 1, length.out = 10)

theta <- pi / 100

alpha <- atan((sin(theta) - 1) / cos(theta))

cot <- function(theta) {

cos(theta) / sin(theta)

}

amat <- matrix(c(-1, 0, -cot(theta), -2), nrow = 2)

xy <- expand.grid(x = x, y = y)

X <- xy$x

Y <- xy$y

uv <- amat %*% t(as.matrix(xy))
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a <- 0.005

u <- a * uv[1, ]

v <- a * uv[2, ]

plot(NULL, xlim = c(-1, 1), ylim = c(-1, 1), asp = 1,

main = "Tendencies θ = π/100", xlab = "X", ylab = "Y",

cex.main = 1.5, cex.lab = 1.5, cex.axis = 1.5)

arrows(X - u, Y - v, X + u, Y + v,

col = "gray", lwd = 2, length = 0.1, angle = 10)

segments(cos(alpha), sin(alpha), cos(alpha + pi), sin(alpha + pi), col = "red", lwd = 2)

segments(cos(alpha + pi/2), sin(alpha + pi/2), cos(alpha + 3 * pi/2), sin(alpha + 3 * pi/2), col = "blue", lwd = 2, lty = 2)

angle <- pi * seq(0, 2 * pi, length.out = 361)

lines(cos(angle), sin(angle), col = "black", lwd = 2)
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Figure6.1: 非正規行列による時間変化傾向ベクトル。赤実線と青破線は、それぞれ最大成
長及び最大減衰の方向を示す。

最大瞬時成長及び最大成長を示す摂動の単位円の両端からの時間発展を Figure 6.2 に示
す。減衰が始まるまで、一定時間成長していることが分かる。大域最適な最大成長は最大
瞬時成長よりも、成長が大きい。最大成長は最も減衰の小さい固有ベクトルの双直交で
(sin 𝜃, − cos 𝜃) 方向に沿っている。

nt <- 40

dt <- 0.1

forward <- function(x, y, dt, nt) {

xhist <- rep(0, nt)

yhist <- rep(0, nt)

xhist[1] <- x
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yhist[1] <- y

for (i in 2:nt) {

tendency <- amat %*% c(xhist[i-1], yhist[i-1])

xhist[i] <- xhist[i-1] + dt * tendency[1]

yhist[i] <- yhist[i-1] + dt * tendency[2]

}

list(x = xhist, y = yhist)

}

plot(NULL, xlim = c(-8, 8), ylim = c(-1, 1),# asp = 1,

main = "Trajectories θ = π/100", xlab = "X", ylab = "Y",

cex.main = 1.5, cex.lab = 1.5, cex.axis = 1.5)

angle <- pi * seq(0, 2 * pi, length.out = 100)

segments(cos(pi/2 + alpha), sin(pi/2 + alpha), cos(-alpha), sin(-alpha), col = "red", lwd = 2)

segments(0, -1, 0, 1, col = "blue", lwd = 2, lty = 2)

lines(cos(angle), sin(angle), col = "black", lwd = 2)

x1 <- c(sin(theta), sin(theta + pi), cos(alpha), cos(alpha + pi))

y1 <- c(-cos(theta), -cos(theta + pi), sin(alpha), sin(alpha + pi))

co <- c("blue", "blue", "red", "red")

pc <- c(4, 19, 4, 19)

for (i in 1:length(x1)){

hist <- forward(x1[i], y1[i], dt, nt)

points(hist$x, hist$y, pch = pc[i], cex = 1.5, col = co[i])

}

legend("topright", c("max inst growth", "max growth"), lw = 2,

lty = c(1, 2), col = c("red", "blue"))
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Figure6.2: 最大瞬時成長（赤）及び最大成長（青）の時間発展

時刻 𝑡 における時間発展演算子は次のように書ける。

𝑒A𝑡 = (𝑒−𝑡 cot 𝜃(𝑒−2𝑡 − 𝑒−𝑡)
0 𝑒−2𝑡 )

𝑡 → ∞ では

lim
𝑡→𝑡

𝑒A𝑡 ≈ (𝑒−𝑡 − cot 𝜃𝑒−𝑡

0 0 )

となるので、

𝑒A𝑡 ( sin 𝜃
− cos 𝜃) = 𝑒−𝑡

sin 𝜃
(1

0)

となる。このモードの最適励起がその双直交により生じ、大きさが 1/ sin 𝜃 倍になること
が確認できる。

𝜃 = 𝜋/100及び 𝜃 = 𝜋/10について、最適成長を時間の函数として Figure 6.3 に示す。成
長の上限は演算子の固有ベクトル行列の条件数 𝜅(E) = ‖E‖‖E‖−1 から Equation 6.4 を
考慮して

∥𝑒A𝑡∥ ≤ 𝜅(E) ∥𝑒Λ𝑡∥ = cot (𝜃
2

) 𝑒𝜆max𝑡 (6.8)
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library("Matrix")

optimal.growth <- function(t, theta) {

amat <- matrix(c(-1, 0, -cot(theta), -2), nrow = 2)

sqrt(max(eigen(expm(t(amat) * t) %*% expm(amat * t))$values))

}

lambda.max = -1

ti <- seq(0, 5, length.out = 101)

gr <- sapply(ti, optimal.growth, theta)

plot(ti, gr, type = "l", ylim = c(0, 10), lwd = 2, col = "red",

cex.main = 1.5, cex.lab = 1.5, cex.axis = 1.5,

main = "Optimal growth", xlab = "t", ylab = "||exp(At)||")

lines(ti, cot(0.5 * theta) * exp(lambda.max * ti), lwd = 2, col = "red", lty = 2)

gr <- sapply(ti, optimal.growth, theta * 10)

lines(ti, gr, lwd = 2, col = "blue")

lines(ti, cot(0.5 * theta * 10) * exp(lambda.max * ti), lwd = 2, col = "blue", lty = 2)

legend("topright", c("θ=π/100", "θ=π/10"),

lwd = 2, col = c("red", "blue"), cex = 1.5)

0 1 2 3 4 5

0
4

8

Optimal growth

t

||e
xp

(A
t)

|| .=./100
.=./10

Figure6.3: 非正規行列の最適成長。赤は 𝜃 = 𝜋/100、青は 𝜃 = 𝜋/10。実線は成長率、破
線は成長の上限。横軸は時間。
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付録 A

回転系の運動方程式

A.1 回転系

角速度 ΩΩΩ で回転する系を考える。この系とともに回転する定ベクトル 𝐴𝐴𝐴 とすると，静止
系からみたこのベクトルの時間変化は次のようになる。

d𝐴𝐴𝐴
d𝑡

= ΩΩΩ × 𝐴𝐴𝐴 (A.1)

回転系からみた任意のベクトル 𝐵𝐵𝐵 の時間変化（添字 R）は，

d𝐵𝐵𝐵
d𝑡

∣
R

= d𝐵1
d𝑡

𝑖𝑖𝑖1 + d𝐵2
d𝑡

𝑖𝑖𝑖2 + d𝐵3
d𝑡

𝑖𝑖𝑖3

であるが，静止系から見ると 𝐵𝐵𝐵 だけでなく，回転系の単位ベクトルも時間変化している
ので

d𝐵𝐵𝐵
d𝑡

∣
I

= d𝐵𝐵𝐵
d𝑡

∣
R

+ 𝐵1
d𝑖𝑖𝑖1
d𝑡

+ 𝐵2
d𝑖𝑖𝑖2
d𝑡

+ +𝐵3
d𝑖𝑖𝑖3
d𝑡

とすると，静止系からみたこのベクトルの時間変化は次のようになる。単位ベクトルは定
ベクトルなので，Equation A.1を適用すると

d𝐵𝐵𝐵
d𝑡

∣
I

= d𝐵𝐵𝐵
d𝑡

∣
R

+ 𝐵1ΩΩΩ × 𝑖𝑖𝑖1 + 𝐵2ΩΩΩ × 𝑖𝑖𝑖2 + 𝐵3ΩΩΩ × 𝑖𝑖𝑖3

= d𝐵𝐵𝐵
d𝑡

∣
R

+ ΩΩΩ × 𝐵𝐵𝐵
(A.2)

Equation A.2より位置ベクトル 𝑟𝑟𝑟の時間変化は，次のようになる。
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d𝑟𝑟𝑟
d𝑡

∣
I

= d𝑟𝑟𝑟
d𝑡

∣
R

+ ΩΩΩ × 𝑟𝑟𝑟 (A.3)

この式は，静止系からみた速度 𝑢𝑢𝑢I ≡ d𝑟𝑟𝑟/d𝑡 |I は，回転系からみた速度（相対速度）に剛
体回転による速度ΩΩΩ × 𝑟𝑟𝑟 を加えたものであることを示している。

𝑢𝑢𝑢I = 𝑢𝑢𝑢R + ΩΩΩ × 𝑟𝑟𝑟 (A.4)

𝑢𝑢𝑢I に Equation A.3を適用すると

d𝑢𝑢𝑢I
d𝑡

∣
I

= d𝑢𝑢𝑢I
d𝑡

∣
R

+ ΩΩΩ × 𝑢𝑢𝑢I

この式の右辺を回転系の変数で表すため Equation A.4を代入すると

d𝑢𝑢𝑢I
d𝑡

∣
I

= d𝑢𝑢𝑢R
d𝑡

∣
R

+ 2ΩΩΩ × 𝑢𝑢𝑢R + ΩΩΩ × (ΩΩΩ × 𝑟𝑟𝑟) + dΩΩΩ
d𝑡

× 𝑟𝑟𝑟

右辺第 2項 2ΩΩΩ × 𝑢𝑢𝑢R はコリオリ力。右辺第 3項はベクトル解析の公式

𝐴𝐴𝐴 × (𝐵𝐵𝐵 × 𝐶𝐶𝐶) = (𝐴𝐴𝐴 ⋅ 𝐶𝐶𝐶)𝐵𝐵𝐵 − (𝐴𝐴𝐴 ⋅ 𝐵𝐵𝐵)𝐶𝐶𝐶

を用いると次のようになる。

ΩΩΩ × (ΩΩΩ × 𝑟𝑟𝑟) = ΩΩΩ × (ΩΩΩ × 𝑟𝑟𝑟) = −Ω2𝑟𝑟𝑟

ここで 𝑟𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑟 sin 𝜃, Ω ≡ |ΩΩΩ| である。この項は遠心力を表す。右辺の最後の項は，長い時
間スケールを考えない限り無視できる。

A.2 運動方程式

静止系の運動方程式は

d𝑢𝑢𝑢
d𝑡

= −1
𝜌

∇𝑝 + 𝐹𝐹𝐹

と表せる。ここで 𝐹𝐹𝐹 は外力や粘性力を表している。

遠心力を重力に含め，𝑔𝑔𝑔 と表すと，回転系の運動方程式は

d𝑢𝑢𝑢
d𝑡

= −1
𝜌

∇𝑝 + 𝑔𝑔𝑔 − 2ΩΩΩ × 𝑢𝑢𝑢 + 𝐹𝐹𝐹

と書ける。
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A.3 直交曲線座標

直交曲線座標 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) において，位置ベクトル

𝑟𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑟𝑟𝑟(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3)

接線ベクトル

𝜕𝑟𝑟𝑟
𝜕𝑖1

, 𝜕𝑟𝑟𝑟
𝜕𝑖2

, 𝜕𝑟𝑟𝑟
𝜕𝑖3

の長さをスケールファクタ

ℎ1 = ∣ 𝜕𝑟𝑟𝑟
𝜕𝑖1

∣, ℎ2 = ∣ 𝜕𝑟𝑟𝑟
𝜕𝑖2

∣, ℎ3 = ∣ 𝜕𝑟𝑟𝑟
𝜕𝑖3

∣

という。スケールファクタで接線ベクトルを規格化したものが基本ベクトル

𝑖𝑖𝑖1 = 1
ℎ1

𝜕𝑟𝑟𝑟
𝜕𝑖1

, 𝑖𝑖𝑖2 = 1
ℎ2

𝜕𝑟𝑟𝑟
𝜕𝑖2

, 𝑖𝑖𝑖3 = 1
ℎ3

𝜕𝑟𝑟𝑟
𝜕𝑖3

である。

直交曲線座標における勾配，発散，ラプラシアン（勾配の発散），回転は以下のようになる。

∇𝑓 = 1
ℎ1

𝜕𝑓
𝜕𝑖1

𝑖𝑖𝑖1 + 1
ℎ2

𝜕𝑓
𝜕𝑖2

𝑖𝑖𝑖2 + 1
ℎ3

𝜕𝑓
𝜕𝑖3

𝑖𝑖𝑖3

∇ ⋅ 𝐴𝐴𝐴 = 1
ℎ1ℎ2ℎ3

[ 𝜕
𝜕𝑖1

+ 𝜕
𝜕𝑖2

+ 𝜕
𝜕𝑖3

]

∇2𝑓 = 1
ℎ1ℎ2ℎ3

[ 𝜕
𝜕𝑖1

(ℎ2ℎ3
ℎ1

𝜕𝑓
𝜕𝑖1

) + 𝜕
𝜕𝑖2

(ℎ3ℎ1
ℎ2

𝜕𝑓
𝜕𝑖2

) + 𝜕
𝜕𝑖3

(ℎ1ℎ2
ℎ3

𝜕𝑓
𝜕𝑖3

)]

∇ × 𝐴𝐴𝐴 = 1
ℎ2ℎ3

[ 𝜕
𝜕𝑖2

− 𝜕
𝜕𝑖3

]𝑖𝑖𝑖1

+ 1
ℎ3ℎ1

[ 𝜕
𝜕𝑖3

− 𝜕
𝜕𝑖1

]𝑖𝑖𝑖2

+ 1
ℎ1ℎ2

[ 𝜕
𝜕𝑖1

− 𝜕
𝜕𝑖2

]𝑖𝑖𝑖3
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A.4 球座標系

地球上の 1点の座標は，経度 𝜆 と緯度 𝜙 で表される。数学では，球面上の座標を表すの
に北極から測った余緯度$theta$を用いることが多い。余緯度は 𝜃 = 𝜋/2 − 𝜙 で表され，
北極が 0，赤道が 𝜋/2, 極が 𝜋 である。三角函数の加法定理より

cos 𝜃 = cos (𝜋
2

− 𝜙) = cos 𝜋
2

cos 𝜙 + sin 𝜋
2

sin 𝜙 = sin 𝜙

sin 𝜃 = sin (𝜋
2

− 𝜙) = sin 𝜋
2

cos 𝜙 − cos 𝜋
2

sin 𝜙 = cos 𝜙

のように cos と sin とが入れ替わる。

A.4.1 球座標とデカルト座標との関係

𝑥 = 𝑟 cos 𝜆 cos 𝜙
𝑦 = 𝑟 sin 𝜆 cos 𝜙
𝑧 = 𝑟 sin 𝜙

本講義では，赤道平面上で 𝑥 軸は 𝜆 = 0 の方向に，𝑦 軸は 𝜆 = 𝜋/2 に取る。𝑧 軸は原点
から北極を向く方向に取る。気象学では，それぞれの点で西風を 𝑢, 南風を 𝑣 で表す。

A.4.2 球座標上の微分

球座標のスケールファクタは

ℎ𝜆 = 𝑟 cos 𝜙, ℎ𝜙 = 𝑟, ℎ𝑟 = 1

である。

緯度 𝜙 = 𝜋/2 − 𝜃 で表した球座標での勾配，発散，ラプラシアン（勾配の発散），回転は
以下のようになる。
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∇𝑓 = 1
𝑟 cos 𝜙

𝜕𝑓
𝜕𝜆

𝑖𝑖𝑖 + 1
𝑟

𝜕𝑓
𝜕𝜙

𝑗𝑗𝑗 + 𝜕𝑓
𝜕𝑟

𝑘𝑘𝑘

∇ ⋅ 𝐴𝐴𝐴 = 1
𝑟2 cos 𝜙

[ 𝜕
𝜕𝜆

+ 𝜕
𝜕𝜙

+ 𝜕
𝜕𝑟

]

∇2𝑓 = 1
𝑟2 cos 𝜙

[ 𝜕
𝜕𝜆

( 1
cos 𝜙

𝜕𝑓
𝜕𝜆

) + 𝜕
𝜕𝜙

(cos 𝜙 𝜕𝑓
𝜕𝜙

) + 𝜕
𝜕𝑟

(𝑟2 cos 𝜙𝜕𝑓
𝜕𝑟

)]

∇ × 𝐴𝐴𝐴 = 1
𝑟

[𝐴𝑟𝜙 − 𝜕
𝜕𝑟

]𝑖𝑖𝑖

+ 1
𝑟 cos 𝜙

[ 𝜕
𝜕𝑟

− 𝜕𝐴𝑟
𝜕𝜆

]𝑗𝑗𝑗

+ 1
𝑟2 cos 𝜙

[ 𝜕
𝜕𝜆

− 𝜕
𝜕𝜙

]𝑘𝑘𝑘

A.4.3 全微分

全微分は，函数 𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) の微小変化

𝛿𝑓 = 𝜕𝑓
𝜕𝑡

𝛿𝑡 + 𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝛿𝑥 + 𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝛿𝑦 + 𝜕𝑓
𝜕𝑧

𝛿𝑧 + ⋯

の極限で定義される。

d𝑓
d𝑡

≡ lim
𝛿𝑡→0

𝛿𝑓
𝛿𝑡

= 𝜕𝑓
𝜕𝑡

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑥

d𝑥
d𝑡

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑦

d𝑦
d𝑡

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑧

d𝑧
d𝑡

= 𝜕𝑓
𝜕𝑡

+ 𝑢 𝜕𝑓
𝜕𝑥

+ 𝑣𝜕𝑓
𝜕𝑦

+ 𝑤𝜕𝑓
𝜕𝑧

= 𝜕𝑓
𝜕𝑡

+ (𝑢𝑢𝑢 ⋅ ∇)𝑓

公式

(𝑢𝑢𝑢 ⋅ ∇)𝑢𝑢𝑢 = 1
2

∇|𝑢𝑢𝑢|2 − 𝑢𝑢𝑢 × (∇ × 𝑢𝑢𝑢)

を用いる。

1
2

∇|𝑢𝑢𝑢|2 = 1
2

∇(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2)

= 1
𝑟 cos 𝜃

(𝑢𝜕𝑢
𝜕𝜆

+ 𝑣 𝜕𝑣
𝜕𝜆

+ 𝑤𝜕𝑤
𝜕𝜆

)𝑖𝑖𝑖

+ 1
𝑟

(𝑢𝜕𝑢
𝜕𝜙

+ 𝑣 𝜕𝑣
𝜕𝜙

+ 𝑤𝜕𝑤
𝜕𝜙

)𝑗𝑗𝑗

+ (𝑢𝜕𝑢
𝜕𝑟

+ 𝑣𝜕𝑣
𝜕𝑟

+ 𝑤𝜕𝑤
𝜕𝑟

)𝑘𝑘𝑘
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∇ × 𝑢𝑢𝑢 = 𝑖𝑖𝑖
𝑟

[𝜕𝑤
𝜕𝜙

− 𝜕
𝜕𝑟

] + 𝑗𝑗𝑗
𝑟 cos 𝜙

[ 𝜕
𝜕𝑟

− 𝜕𝑤
𝜕𝜆

]

+ 𝑘𝑘𝑘
𝑟 cos 𝜙

[ 𝜕𝑣
𝜕𝜆

− 𝜕
𝜕𝜙

]

∇ × (∇ × 𝑢𝑢𝑢) =

[ 𝑣
𝑟 cos 𝜙

{ 𝜕𝑣
𝜕𝜆

− 𝜕
𝜕𝜙

} − 𝑤
𝑟 cos 𝜙

{ 𝜕
𝜕𝑟

𝜕𝑤
𝜕𝜆

}]𝑖𝑖𝑖

+ [𝑤
𝑟

{𝜕𝑤
𝜕𝜙

− 𝜕
𝜕𝑟

} − 𝑢
𝑟 cos 𝜙

{ 𝜕𝑣
𝜕𝜆

− 𝜕
𝜕𝜙

}]𝑗𝑗𝑗

+ [ 𝑢
𝑟 cos 𝜙

{ 𝜕
𝜕𝑟

− 𝜕𝑤
𝜕𝜆

} − 𝑣
𝑟

{𝜕𝑤
𝜕𝜙

− 𝜕
𝜕𝑟

}]𝑘𝑘𝑘

これらを整理すると

d𝑢𝑢𝑢
d𝑡

= 𝜕𝑢𝑢𝑢
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑢𝑢 ⋅ ∇𝑢𝑢𝑢

= [d𝑢
d𝑡

− 𝑢𝑣 tan 𝜙
𝑟

+ 𝑢𝑤
𝑟

]𝑖𝑖𝑖

+ [d𝑣
d𝑡

+ 𝑣𝑤
𝑟

+ 𝑢2 tan 𝜙
𝑟

]𝑗𝑗𝑗

+ [d𝑤
d𝑡

− 𝑢2 + 𝑤2

𝑟
]𝑘𝑘𝑘

を得る。

一方

ΩΩΩ = 0𝑖𝑖𝑖 + Ω cos 𝜙𝑗𝑗𝑗 + Ω sin 𝜙𝑘𝑘𝑘

と書けるので，コリオリ項は

−2ΩΩΩ × 𝑢𝑢𝑢 = −2Ω[(𝑤 cos 𝜙 − 𝑣 sin 𝜙)𝑖𝑖𝑖 + 𝑢 sin 𝜙𝑗𝑗𝑗 − 𝑣 cos 𝜙𝑘𝑘𝑘)]

となる。結局，球座標で表した回転系の運動方程式は次のようになる。

d𝑢
d𝑡

− 𝑢𝑣 tan 𝜙
𝑟

+ 𝑢𝑣
𝑟

= − 1
𝜌𝑟 cos 𝜙

𝜕𝑝
𝜕𝜆

+ 2Ω𝑣 sin 𝜙 − 2Ω𝑤 cos 𝜙 + 𝐹𝜆

d𝑣
d𝑡

+ 𝑢2 tan 𝜙
𝑟

+ 𝑣𝑤
𝑟

= − 1
𝜌𝑟

𝜕𝑝
𝜕𝜙

− 2Ω𝑢 sin 𝜙 + 𝐹𝜙

d𝑤
d𝑡

− 𝑢2 + 𝑣2

𝑟
= −1

𝜌
𝜕𝑝
𝜕𝑟

− 𝑔 + 2Ω𝑢 cos 𝜙 + 𝐹𝑟
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付録 B

一般化鉛直座標

鉛直座標は，物理的な高さ 𝑧に限らない。𝑧と 1対 1に対応する様々な変数を鉛直座標と
して用いることができる。まず，合成函数の偏微分の復習から始める。

B.1 合成函数の偏微分

𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦)，𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣)，𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣)がいずれも 𝑢，𝑣に関して偏微分可能であれば，合
成函数 𝑓 = 𝑓((𝜑(𝑢, 𝑣), 𝜓(𝑢, 𝑣))は，𝑢，𝑣に関して偏微分可能で，

𝜕𝑓
𝜕𝑢

∣
𝑣

= 𝜕𝑓
𝜕𝑥

∣
𝑦

𝜕𝑥
𝜕𝑢

∣
𝑣

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑦

∣
𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝑢

∣
𝑣

,

𝜕𝑓
𝜕𝑣

∣
𝑢

= 𝜕𝑓
𝜕𝑥

∣
𝑦

𝜕𝑥
𝜕𝑣

∣
𝑢

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑦

∣
𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝑣

∣
𝑢

と書ける。今，𝑥 = 𝑢, 𝑣 = 𝑠 即ち 𝑦 = 𝑧(𝑥, 𝑠) の場合を考えると，

𝜕𝑓
𝜕𝑢

∣
𝑠

= 𝜕𝑓
𝜕𝑢

∣
𝑧

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑧

∣
𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑢

∣
𝑠

, (B.1)

𝜕𝑓
𝜕𝑠

∣
𝑢

= 𝜕𝑓
𝜕𝑧

∣
𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑠

∣
𝑢

(B.2)

となる。

B.2 一般化鉛直座標

Kasahara (1974) に基づいて，一般化された鉛直座標を導入する。Equation B.2を用い
て，Equation B.1を書き換えると，
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𝜕𝑓
𝜕𝑢

∣
𝑠

= 𝜕𝑓
𝜕𝑢

∣
𝑧

+ 𝜕𝑠
𝜕𝑧

∣
𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑢

∣
𝑠

𝜕𝑓
𝜕𝑠

∣
𝑢

と書ける。𝑢を水平座標 𝑥, 𝑦や時刻 𝑡と見なすと，

(𝜕𝑓
𝜕𝑡

)
𝑠

= (𝜕𝑓
𝜕𝑡

)
𝑧

+ 𝜕𝑠
𝜕𝑧

(𝜕𝑧
𝜕𝑡

)
𝑠

𝜕𝑓
𝜕𝑠

,

∇𝑠𝑓 = ∇𝑧𝑓 + 𝜕𝑠
𝜕𝑧

∇𝑠𝑧𝜕𝑓
𝜕𝑠

(B.3)

と書ける。これらを使うと d/d𝑡 は，

d
d𝑡

≡ ( 𝜕
𝜕𝑡

)
𝑠

+ 𝑣𝑣𝑣 ⋅ ∇𝑠 + ̇𝑠 𝜕
𝜕𝑠

(B.4)

と表すことができる。ここで，

̇𝑠 ≡ d𝑠
d𝑡

= 𝜕𝑠
𝜕𝑧

[𝑤 − (𝜕𝑧
𝜕𝑡

)
𝑠

− 𝑣𝑣𝑣 ⋅ ∇𝑠𝑧]

である。𝑠 は一般化された鉛直座標， ̇𝑠は一般化された鉛直速度である。

B.3 支配方程式系

𝑠座標で静力学平衡は

𝑔𝜕𝑧
𝜕𝑠

= −1
𝜌

𝜕𝑝
𝜕𝑠

(B.5)

となる。𝑚 = 𝜌𝜕𝑧/𝜕𝑠と置くと

𝜕𝑝
𝜕𝑠

= −𝑚𝑔

と書ける。𝑚は一般化鉛直座標での「密度」と考えることができる。

Equation B.3，Equation B.4，Equation B.5を用いると，摩擦がないときの水平の運動
方程式は，

d𝑣𝑣𝑣
d𝑡

+ 𝑓𝑘𝑘𝑘 × 𝑣𝑣𝑣 = −1
𝜌

∇𝑠𝑝 − 𝑔∇𝑠𝑧

と書ける。また，連続の式は
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𝜕
𝜕𝑡

(𝜕𝑝
𝜕𝑠

) + ∇𝑠 ⋅ (𝑣𝑣𝑣𝜕𝑝
𝜕𝑠

) + 𝜕
𝜕𝑠

( ̇𝑠𝜕𝑝
𝜕𝑠

) = 0

と変形される。熱力学の式は全微分で表されるので，形は変わらない。ただし，全微分は
Equation B.4で表される。
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