
　　　

地球大気の特異固有解として得られる北極振動

田中博（筑波大学 計算科学�

�� 研究の背景と目的
北極振動 ������� ����		
����
 ���とは北極圏

とそれを取り巻く中緯度帯の間の気圧場の南北振
動のことで、近年、大気の長周期変動やテレコネ
クション、地球温暖化の研究において特に注目さ
れている ��������� 
�� �
		
�� �����。
北極振動は北半球海面更正気圧 ��の�����と

して定義されるが、この海面更正気圧 ��の時間
的変動の原因を力学的に考察すると、それは大気
の順圧成分の力学的変動が主な原因となっている
ことが以下の式からも理解できる。
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ここで、海面更正気圧 ��の時間的変動は気圧座
標系の連続の式により、大気の鉛直コラムで質量
積分した質量フラックスの収束によって制御され
る。この鉛直積分は大気の順圧成分（添字の �）
と等価であり、それは浅水方程式の質量保存則に
より後述する順圧高度場の時間変動と等価である
事が示される。したがって、��で定義した北極振
動指数と大気の順圧成分で定義した北極振動指数
が、構造も時系列も一致するのは当然であり、北
極振動の本質は大気の順圧成分の力学を調べるこ
とにより、その原因を探ることが可能となる。図
１は���� ���!再解析データの冬季順圧成分
から解析される �����の構造で、容易に北極振
動と同定できる。

"���� �#����や $��� �#��#�によると、��とは
���と ���がもたらす実体のない統計的な虚
像である。それに対し、�
		
�� 
�� ��������
�#��#� はあくまで物理的な実体を持つモードで
あるとして、両者はいまだに論争となっている。
北極振動の物理的な実体や力学的な成因解明に
向けた研究は数多くなされているが、それらの中
で %����� �� 
	& �#���� や �
�
�
'� 
�� (��
�#��)�による中立モード理論は、��が力学的な
実体を持つとの立場に立つ主張である。��が力
学的なモードである事を示すためには、支配方程
式をある基本場で線形化し、その固有モードや中
立モードの中に ��モードの存在を見出せれば
良い。しかし、これまでの研究では、��に似た

モードは得られているものの、万人を納得させら
れるだけの力学的��モードの検出には至ってい
ないと考えられる。
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 �#��-� では、上記の論
争を再検証する目的で、これまでに北極振動や
���などの長周期変動の再現が実証されている
順圧大気大循環モデルを冬季の基本場で線形化
し、その力学的固有モードと強制中立モードの解
析を行った。今回の研究では $��� 
�� %�����
������に従い、超粘性を用いた点が先行研究との
違いである。
北極振動が力学的固有モードと強制中立モー

ドのどちらかで理解されたとして、そのどちらの
理解が正しいかが次の問題となる。本研究では、
レーリー摩擦を大きくして固有値をシフトした際
に、どのような外部強制に応答して北極振動モー
ドが励起されるのかを特異値解析により調べ、こ
の問題を考察した。

�� 基礎方程式系
本研究で用いたモデルは、３次元スペクトル展

開したプリミティブ方程式系の鉛直波数０のみで
方程式系を閉じた順圧大気大循環モデルである。
経度、緯度、気圧、時間を �	
 �
 �
 �� とすると、
気圧座標系でかかれたプリミティブ方程式系は以
下のベクトル方程式で表せる。
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ここで、�/��0 �0 ���� は大気の状態変数で、��0
��は水平風ベクトル、��はジオポテンシャルの各
等圧面全球平均からの偏差で定義される。左辺の
�と�は鉛直方向と水平方向の微分オペレータ、
右辺の 
 は非線形項、� は外部強制項である。
波数空間への展開基底としての３次元ノーマ

ルモード関数を用いることで、���式で表される
大気の状態変数 � および外部強制項 � の３次元
ノーマルモード展開を行う。
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ここで、������� と 
������は大気の状態変数と外部



図 �� ���	
�	��
 �����
 	� 
�� ��

�
 ��
����
�	�

	���
�� �� 
�� ����� �	� 
�� ��� ���� ��	��� 
�� �	� 
�� !"�#$!"�% ������ ��� ������ �&'( 
	
�&&&) *�� 
	�
	� ��
��+�� �� '( � ,�
� ������ �����
�	� 
�� ����
�+� ����)

強制項の展開係数で、展開基底の正規直交性により、
以下のフーリエ変換で求められる。
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以上のフーリエ変換により、プリミティブ方程式系
の３次元スペクトルモデルが以下のように導かれる。

���

��
. ����� � ��

�
��

�������� . 
�� � � �� �� -� ��� �/�

ここで、� は無次元時間、��はラプラス潮汐方程式の
固有振動数、����は非線形相互作用係数で実数となる。
また、添字を ���� � �� の様に簡略化してある。添
字以外の �は虚数単位である。
力学過程としての線形項の導出や非線形相互作用

係数 ���� の計算法は *���0� ��� *�����0� ��(('�の
付録に添付した。このスペクトルモデルは、ひとたび
係数と外力さえ求まれば、数値的に簡単に解くことの
できる常微分方程式系である。物理過程としての外力

�の定式化は容易でないが、
�を除く他の力学過程の
精度は �1以下の誤差の範囲で表現されている。そこ
で、!"�#$!"�%再解析データを用いて、本研究で
は、大気変数 �� の他に �/�を逆算することで、
�の
データベースも同様に作成し、後述の解析に用いた。
北極振動やブロッキングなどの長周期変動は順圧構

造を持つことから、上記の３次元スペクトルモデルに
おいて、大気の鉛直平均場に相当する鉛直波数０の順
圧成分のみで方程式を閉じさせることを考える。非断
熱加熱に関わる物理過程は傾圧成分に含まれるため、
順圧成分では外力 
�として摩擦力 �� のみを考慮すれ
ばよい。本研究では、以下で示される粘性摩擦項と地
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表摩擦項を考え、これらを力学項の一部に含めて解析
を行った。

�� � ��� ���� �� � �� ��� �'�

ここで、��は超粘性係数 、��は %	��2 波の位相速
度、�� はレーリー摩擦係数である。

�� 固有モードと中立モード
次に、非線形方程式 �/�を図２のような冬季気候値

の基本場で線形化し、変数 ��を実部と虚部に分けて
方程式を実数の式に書き直すと

��

��
� ��. 
 �3�

となる。ここで、�は ��	� �
 �からなる実数ベクト
ルで、�は基本場と摩擦力から決定する実数行列、


は主に順圧傾圧相互作用による外力で、ここでは乱数
と考える。
はじめに、外力 
を無視し、時間変化項に振動数 �

を代入して、上式の固有値問題 ��4#�を解くと、力
学系の固有解としての固有モードが得られる。

�� � �� �5�

一方、定常を仮定し、( � ��. 
 の強制問題に対
し � � �6� � のように特異値展開 �74��して �に
ついて表すと、

� � ��6���� 
 �8�

となり、外力 
に対し最も励起されやすい中立モード
74���が特異値6の最小値に付随して ��として求め
られる。
同様にして、固有値が重根を持たず、シンプルな場

合には、� � � 9� �� のような固有関数展開が可能で
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ある。この場合、固有関数は一般に直交しないので、
��� � �となるような � の ��;	��
モード � を ��

の固有値問題を解いて用いることで、定常強制問題は

� � �� 9���� 
 �&�

のように解くこともできる。本研究ではこの両者につ
いて解析を行った。

�� 結果
固有値問題および特異値問題の結果は、数値として

表１にまとめられている。基本場は順圧不安定を含む
ことから、固有値は一般的に複素数となり、振幅の増
減と同時に構造が周期的に変化するモードが得られる。
しかし、中には固有値が実数となり、符号を除いて構
造が時間的に一定の定在モードが検出できる。本研究
では、固有値や特異値の最も小さいモードを検出する
目的から、実数固有値を持つモードについて、その増
幅率の順に �4#��から �4#��( までをリストアップ
した。
表１の結果によると、レーリー摩擦を入れない場合

の固有値には２つの不安定モード �4#��: �4#��が存
在し、�4#�-以降は減衰モードとなった。特に �4#�-
の固有値は極めて０に近いことから、レーリー摩擦を
入れない場合の特異値問題では、この �4#�-が第一
特異解 �74����と同じ構造となることが確認されて
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いる。

表１� �����から ������までの実数固有値 ��、����� の増幅
率分だけレーリー摩擦 ��を導入し、固有値シフトした結果 �����、
固有値シフト後の ��	�� から ��	���の特異値 ��。
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中立モード理論では、不安定解が存在すると解はや
がてその不安定モードに支配されることから、適当な
摩擦を導入することで、すべて減衰解または安定解に
する必要がある。そのため、�4#��の増幅率分だけ
レーリー摩擦を導入すると、�4#��の実数固有値は
ゼロとなり、他はすべて減衰解となる。固有値がゼロ
となるこの特殊なモードを、本研究では特異固有モー
ドと呼ぶことにする。固有モードの構造はレーリー摩
擦では変化しないので、固有値のシフト後に特異値分
解を行えば、固有値が０の �4#��が 74���となるの
は言うに及ばない。
図３には、レーリー摩擦 ��を変化させた場合の、外

力に対する線形応答曲線を示した。���(ではたまた
ま �4#�-がほぼ共鳴を起こし、このモードが 74���
となっている。しかし、�� を導入することで �4#�
�が共鳴を起こし、さらに �� を増加させると減衰時
間 '�日で �4#��が共鳴しこれが特異固有モードとな
る。中立モード理論では、さらに強い摩擦を導入し、
すべての固有モードが減衰モードとなる状況で、外力
に最も反応して励起される第一特異解が解析される
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が、その構造は固有解としての最小減衰モード �>���

�������モード �の線形応答曲線のすそのを見ている
ことになる。
図４は �4#�-の構造であり、それは容易に北極振

動と同定される。これはレーリー摩擦項を入れないと
きの第一特異解 74��� として解析される中立モード
の構造である。固有解の中には不安定モード �4#��
と �4#��が存在し、図のモードは増幅率の順では３
番目の �4#�-が特異化して 74���となっている。
図５は最大不安定モードとなる特異固有解 �4#��

の構造であり、それも容易に北極振動と同定される。
これら �4#��から �4#�-の固有解はいずれも北極
振動と同定される極めて似通った構造を持つことが示
された。
モデル大気のレーリー摩擦をさらに大きくして固

有値をシフトすると、固有解は減衰モードとなり、中
立モード理論で説明される最小減衰モードとなる。こ
のときの 74���の構造は特異固有解とは別なものに
なり、特異解の共鳴応答曲線の端で特定の外部強制に
よって励起される定常強制モードとして理解されるこ
とになる。
図６はレーリー摩擦による減衰時間を２０日とした

ときの 74���の右特異ベクトルの構造であり、図７は
そのような応答をもたらす外力に対応する 74���の
左特異ベクトルの構造である。解析の結果、74���の
構造は、観測される北極振動と同様に、極域で負、北
太平洋と北大西洋に正の極を持つ構造を示した。特異
固有解の構造 �図５�と比較すると、太平洋上の正域が
東西に伸びているという特徴が見出せる。この 74���
を励起する外部強制の構造は、極域で負、中緯度で正
の分布に波数３程度の波が重なっている。この構造は
固有値問題の ��;	��
モードと同じ構造であり、レー
リー摩擦の値を変化させても、安定して現れる。
最後に、観測大気の北極振動指数が正負に大きく振

れる際に、大気の順圧成分への外力 
�が図７のよう
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な構造になっているかどうかを、�&'(��((/年の日々
の !"�#$!"�%再解析データを用いて調べた。図８
は、図７に射影された外力指数の時系列である。ただ
し、�/�で示される摩擦項を含んだ外力への射影であ
る。この外力指数と北極振動指数の相関係数は、各指
数の -3'日移動平均に対し ()-'であり、相関は有意で
あるものの、北極振動の分散の ��％（決定係数）を
説明するに過ぎないこと判明した。
以上の結果から、北極振動は中立モードとして順

圧成分の外力の直接的な応答で励起されるとは考えに
くいので、極めてランダムな外力に応答して特異固有
モードが励起され、北極振動となることが推察される。

�� 北極振動の力学的考察
本研究の結果、および、同一の非線形順圧モデルを

用いて行った北極振動の数値実験の先行研究 �*���0�
�((-�と照らし合わせると、北極振動は物理的実体を
伴った大気の力学モードであり、統計的虚像ではない
と結論づけられる。
北極振動の説明として、任意の外力により自然励起

される特異固有モードと、特定の外力に応答して励起
される中立モードの �通りの理解が可能であり、その
どちらが正しいかを突き止める必要があった。本研究
の結果から、ランダムな外部強制に共鳴して特異固有
解となるモードが成長し、北極振動パターンを生成す
るプロセスが提示された。この共鳴応答は不安定モー
ドを含む複数のモードで可能である。一方、中立モー
ド理論で説明される強い摩擦項の下での北極振動は、
特異固有解の共鳴応答曲線の端で励起される最小減衰
モードとして理解されるが、外力との応答関係は弱い
ことが示された。
今後、さらに検証が必要であるが、北極振動の分散

の大部分は、外力の構造とは無関係に、特異固有モー
ドとして任意のタイムスケールで自然励起されている
ものと考えられる。
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