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1 はじめに

球面螺旋を用いると，球面上で準一様な節点を容

易に生成できる [1]。近年, 格子や構造を持たない

球面上の節点に対し, RBF（radial basis function,

距離基底函数）を適用した 2次元移流モデル [2]及

び浅水波モデル [3]が開発された。そこで本研究で

は，簡潔なコードでスペクトル精度（高次精度）が

得られる RBF法を用いて球面螺旋の特性を生かし

た浅水波モデルを開発する。

1.1 球面螺旋

球面螺旋は, 経度 λと余緯度 θの簡潔な式で表さ

れる。
λ = mθ mod 2π (1)

m =
√
nπ とし, 回転軸 z = cos θ 上で n個の点を

等間隔に取る [4]。本研究では, 南北両半球の節点

の個数が同じになるように m を偶数に取り, 極付

近の非一様性を緩和するために両極上に節点を置

いていない（図 1）。

1.2 RBF法

RBFϕ(r)（ユークリッド距離 r のみの函数）に

よる内挿は，次のように表される。

s(x) =

n∑
j=1

cjϕ(rj), rj = ||x− xj || (2)

n 個の節点 x1,x2, ...,xn において，そこでの値

f ≡ [f1, f2, ..., fn]
T と内挿値が一致するという条件

（選点法）
f = Ac (3)

を課す。ここで ri,j ≡ ||xi − xj ||に対して

A ≡


ϕ(0) ϕ(r1,2) ... ϕ(r1,n)

ϕ(r2,1) ϕ(0) ... ϕ(r2,n)
...

...
. . .

...
ϕ(rn,1) ϕ(rn,2) ... ϕ(0)

 . (4)

これを解けば，係数 c ≡ [c1, c2, ..., cn]
Tが得られる。

微分演算子 D は，A−1 と ϕ′(r)/r に比例する要

素からなる行列 B との積 D = BA−1 で表される。

図 1 節点数 n = 529の球面螺旋

逆行列を求めるには，O(n3) の計算が必要となる

が，節点の配置のみに依存するので最初に一度だけ

計算しておけば良い。

球面上の函数 f(x)の積分は (2)を用いて

I(f) ≈ I(s) =
n∑

j=1

cjI(ϕj) (5)

と表される。ここで内積を ⟨·, ·⟩ で表し，I ≡
{I(ϕj)}1≤j≤n と書くと，(3)より

I(s) = ⟨c, I⟩ = ⟨A−1f , I⟩ (6)

と書ける。I(s)を ⟨w,f⟩で表すと，重み w は

w = A−1I (7)

で表される。どの節点でも同じ RBF を用いる場

合，I のすべての要素は等しいので，I ∝ e（eは

要素がすべて 1 であるベクトル）である。このと

き，重みwは内挿行列の逆 A−1 の各行の和に比例

する。和を単位球の表面積 4π に規格化する場合の

重みは

w = 4π
A−1e

eTA−1e
(8)

と表される。



2 RBFを用いたモデル

先行研究が示した RBFを用いたモデル [2, 3]の

概要を記す。

2.1 2次元移流モデル

球面上の 2次元移流モデル [2]は, 緯度 (ϕ) 経度

(λ) 座標を用いて

∂h

∂t
= −(u · ∇)h = − u

a cosϕ

∂h

∂λ
− v

a

∂h

∂ϕ
(9)

と表される。定常流に対する微分演算子は

Bi,j = {u(λi, θi) cos θj sin(λi − λj) + v(λi, θi)

[cos θj sin θi cos(λi − λj)− sin θj cos θi]}
ϕ′(ri,j)

ri,j
(10)

を用いて D = BA−1 と表される。

2.2 浅水波モデル

3次元デカルト座標系の浅水波方程式 [3]は

∂u

∂t
= −(u · P∇)u− f(x× u)− gP∇h− µx

(11)

∂h

∂t
= −P∇ · (hu) (12)

と書ける。ここで運動を球面上に拘束するため, 微

分に対しデカルト空間から球の接平面に投影する

線型演算子 P ≡ I−xxT を作用 [3]させ, 時間変化

に Lagrangeの未定乗数 µ ≡ x · (u · P∇u+ g∇h)

として運動方程式 (11) に強制項を付加 [7] してい

る。微分演算子の計算には

Bd
i,j = [dix

T
i xj−dj ]

ϕ′(rj(xi))

rj(xi)
, rj(xi) ≡ ||xi−xj ||

(13)

を用いる。ここで d は x, y, z のいずれかである.

時間積分には 4次のルンゲクッタ法を用い，セミ・

インプリシット法等重力波の制御は用いていない。

3 結果

ここでは二つの節点の分布を比較し，浅水波の標

準実験 [8]において，それらを用いたモデルの比較

を行う。

3.1 節点の一様性

節点数 1849の最小エネルギー節点 [2, 3]と球面

螺旋節点について, (8)により面積の重みを計算し,

表 1 節点数 n = 1849 での定常状態実験におけ

る h の相対誤差 ℓ2。ME 及び SH はそれぞれ最

小エネルギー節点及び球面螺旋節点。

case node ε ℓ2

2 ME 4 4.21× 10−9

2 SH 4 1.99× 10−9

3 ME 3.25 4.97× 10−8

3 SH 3 2.97× 10−8

一様な重み 4π/nからのずれを図 2に示す。どちら

もほとんどの場所で誤差が ±1%以内であるが, 球

面螺旋の節点の誤差は螺旋の曲率が大きい極付近

に集まっているのに対し, 最小エネルギー節点の誤

差は複数の箇所に分布している。

3.2 線型移流

剛体回転による移流実験（case 1）では，球面螺

旋節点上の 2 次元移流モデル [2] を用いた。RBF

はガウス型の ϕ(r) = exp(−(εr)2)（εは形状パラメ

タ）を採用した。α = ε∆x = 0.55を固定し, 平均

的な ∆x =
√
4π/nに対して εを変化させる。cos

型の山（∆t = 30分）では, 3次精度を超える精度

が，ガウス型の山（∆t = 10分）で指数函数的な誤

差の減少が得られた（図 3）。

3.3 定常状態

定常非線型地衡流の実験（case 2, 3）では, デカ

ルト座標で定式化した浅水波モデルを用いる。与

える流れは，case 2は回転軸を 90転倒した剛体回

転，case 3は 60度転倒したジェットのある地衡流

である。RBFは，多重二乗 ϕ(r) =
√

1 + (εr)2 を

用いた。時間刻み幅は ∆t = 24 分である。球面螺

旋でも，最小エネルギー節点と遜色ない結果が得ら

れた（表 1）。

3.4 孤立峰を超える流れ

順圧モデルの解析解を初期値にした実験（case 5）

は，中緯度に孤立峰を置き case 2 の地衡流を与え

る。最小エネルギー及び球面螺旋節点の積分終了時

（t = 15日）における誤差は，それぞれ 8.46×10−4

及び 8.40× 10−4 とほぼ同じで時間発展もよく似て

いた。図 5 に球面螺旋節点を用いた場合の参照解

[5] からの差を示す。参照解は T213 のスペクトル
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図 2 節点数 n = 1849の最小エネルギー (a, c)[6] 及び球面螺旋 (b, d) 節点の重みの一様 4π/nからのずれ (%)

変換モデルによる計算結果を T106に切断したもの

である。初期時刻から積分期間を通じて山岳の周

辺に参照解との差が見られる。重力波の制御をし

ていないため，重力波が行き交うものの，case 2及

び 3 同様 ∆t = 24 分で安定して 15 日間の積分が

できた。

4 まとめ

簡単に一様性の高い節点を生成できる球面螺旋

の特徴を活かすため，座標系に寄らない RBF法を

採用した浅水波モデルを作成した。ガウス型及び

cos 型の山を移流する実験の結果, このモデルがス

ペクトル精度を持つことを確認した。

球面螺旋節点は，先行研究で用いられた最小エネ

ルギー節点よりも一様性が高く，浅水波標準実験の

結果では, 同等以上の精度が得られた。RBF 法は

O(n2)の計算量を必要とするが, 少ない節点で高い

精度が得られることから, 本研究で開発した力学コ

アは大気大循環モデルにおいても有用な手法であ

ると考えられる。
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図 3 (a) cos 型（N = 529, 1024, 1849, 3136,

4096，破線はN−3/2），(b)ガウス型の山　（N =

100, 400, 900, 1600, 2500, 3600）の移流実験。◦
及び ×はそれぞれ ℓ2 及び ℓinf ノルム。
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図 4 Case 2 (a), 3(b) における高度の規格化さ

れた ℓ2 ノルム。青及び橙はそれぞれ最小エネル

ギー及び球面螺旋節点を表す。



(a) (b)

(c) (d)

図 5 球面螺旋を用いた場合の case 5における高度（等値線）及びその高解像度実験からの差（陰影）。

予報時刻 (a) 0, (b) 5, (c) 10 (d) 15日。


